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S U M Á R I O
Neste trabalho foi resolvido ura problema de 
transmissão de calor em placas paralelas de largüra infinita,com 
condução axial de calor na parede e no fluido. Considerou-se es­
coamento laminar em regime permanente, com perfil de velocidade 
plenamente desenvolvido para um fluido Newtoniano.
0 duto ê constituído de uma porção inicial , 
de comprimento infinito, isolada em ambas as placas (superior e 
inferior); de uma porção intermediária, de comprimento finito, a 
quecida por um fluxo de calor prescrito na placa superior e iso­
lada na placa inferior; e de uma porção final, de comprimento in 
finito, isolada também em ambas as placas (superior e inferior).
0 problema foi resolvido através de uma com­
binação numérica entre o método de equações integrais e o método 
variacional. Foi feito uma análise da técnica numérica empregada 
e dos resultados obtidos neste trabalho, fi demonstrado que a con 
dução axial de calor na parede modifica significantemente os pa­
râmetros de transmissão de calor.
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A B S T R A C  T
In this work it has been solved a heat 
transfer problem in parallel plates with infinite width, with 
axial heat conduction in the fluid and in the wall, considering 
steady- state laminar flow for a Newtonian fluid a n d  a
fully developed velocity profile.
The duct consists of an infinite inicial part, 
insulated on both plates, an intermediale part of finite length, 
with a prescribed heat flux in the upper plate and insulated 
on the botton plate, and by another infinite part also insulated 
jjn both plates.
. The problem has been solved by a numerical
O'
combination ^ the integral equation method and the___variational
method. Both, the performance of the numerical technique employed 
and results obtained are analyzed in this work. It is demonstrated 
that the heat conduction in the wall significantly modifies the 
heat transfer parameters.
1. INTRODUÇÃO
Historicamente, tem-se estudado problemas de 
transferência de calor em que se assume os perfis de velocidade e 
temperatura como sendo não plenamente desenvolvidos, ou se admi­
te o perfil de velocidade plenamente desenvolvido e o perfil de 
temperatura em desenvolvimento. Além disso, nesse tipo de proble 
ma considera-se que a distribuição de temperatura na região ini­
cial do duto ê uniforme e que não hã fluxo de calor nesta região, 
iniciando-se a transmissão de calor nas regiões subsequentes |lj.
Estes problemas são denominados "problemas 
de entrada" ou "problemas de Graetz", em homenagem a este pesqui 
sador, o qual foi o primeiro a estuda-lo, analizando a troca de 
xalor num tubo caracterizado pelas condições acima expostas. Ne£ 
te trabalho, Grartz, desprezou a condução axial de calor, e mos­
trou que o problema podia ser formulado como um problema de auto 
-valores [13[.
As soluções para o problema de Graetz tem s_i 
do frequentemente pesquisadas, nas mais variadas abordagens e ge 
neralizações. Inicialmente Schneider | 14[, estudou o efeito da 
condução axial na troca de calor, em dutos de placas paralelas e 
tubos, mostrando que a condução axial de calor no fluido não a- 
presenta influência, quando o numero de Peclet for maior que 
100. A partir desta analise, grande parte de trabalhos realizados 
adota esta hipótese. Assim, a maioria destes problemas foram a- 
bordados, considerando que a condução axial de calor no fluido
2é desprezível, se comparada com a convecção axial, para Peclet 
maior que 100.
Seguindo este caminho, os seguintes traba­
lhos foram desenvolvidos:
- Singh j 151 , resolveu o problema de Graetz para escoamento lamjL 
nar em um tubo, considerando: temperatura na superfície unifor 
me e desprezível a condução de calor axial no fluido, geração 
interna de calor e dissipação viscosa. Obteve uma solução exa­
ta para o problema, determinando um conjunto de autovalores e 
autofunções associadas, para um sistema de equações diferen­
ciais de Sturm-Liouville.
- Siegel et al 1161 , determinou a solução do problema de Graetz 
para escoamento laminar, desprezando a condução axial de calor
“ no fluido, dissipação viscosa e geração interna de calor. Con­
siderou fluxo de calor uniforme na superfície, e usou como so­
lução a expansão em série. ________ _____ __________________
- Dennis et al |17|, extendeu o problema com temperatura na su­
perfície uniforme para dutos retangulares. Utilizou como solu­
ção o método de separação de variáveis.
- Heston et al |18|, resolveu o problema para um espaço anular, 
com fluxo de calor uniforme na superfície. Considerou os per­
fis de velocidade e temperatura em desenvolvimento, e utilizou 
como solução o método integral.
•
- Reynolds |19|, resolveu o problema para escoamento laminar num 
tubo, com fluxo de calor variável prescrito na superfície, uti^
3lizando o método de separação de variáveis.
Quando o número de Prandtl é maior que 1, pa 
ra problemas de interesse prático, obtém-se geralmente números 
de Peclet maior que 100, o que permite desprezar a condução axial 
de calor no fluido. Entretanto, existem casos de interesse da en 
genharia, onde mesmo com altos números de Reynolds tem-se núme­
ros de Peclet baixos, sendo necessário então considerar a condu­
ção axial de calor no fluido. Estes casos são caracterizados pe­
los escoamentos de metais líquidos, que podem apresentar números 
de Prandtl até de 0,003.
A literatura especializada apresenta uma sé­
rie de problemas de Graetz, que considera o efeito da condução a 
xial de calor no fluido, em escoamento laminar ou turbulento a- 
través de dutos, como:
- Jones |20|, estudou a influência do número de Peclet num escoa 
mento de Poiseuille, para um duto cilíndrico, em uma região in 
finita sujeita a um salto de temperatura. Utilizou-se para a 
solução a transformada de Laplace.
- Michelsen et al |21[, resolveu o problema para escoamento la­
minar, em um tubo infinito, considerando a temperatura da su­
perfície uniforme. Para a solução de tal problema, utilizou uma 
combinação dos métodos da colocação e diagonalização de matriz.
- Tay |22|, analisou o problema para escoamento laminar, em um
»
duto de placas paralelas infinitas, com temperatura da parede 
ou fluxo de calor uniforme. Nesta análise, utilizou o método 
de elementos finitos para a solução.
4- Burchill et al j12 | , estudou analiticamente a influência da 
condução axial de calor no fluido, em escoamento laminar sem 
atrito, para um espaço anular, isolado nas regiões infinitas a 
montante e a jusante de uma secção de tamanho finito, aquecida 
com um fluxo de calor prescrito.
- HSU [23[, obteve soluções analíticas para um escoamento lami­
nar, num espaço anular infinito, para baixos números de Peclet, 
considerando fluxo de calor e temperatura prescrita.
- Groff [5[, estudou analiticamente o problema de escoamento la­
minar, num espaço anular infinito, com temperatura ou fluxo de 
calor prescrito, usando o método variacional de Ritz-Galerkin.
Como pode ser visto, os problemas onde a con 
dução axial de calor no fluido ê desprezível ou não, com fluxo 
de calor ou temperatura prescrita, foram consideravelmente pes­
quisados . Entretanto, o mesmo não aconteceu para problemas em 
quê acondução axial de calor no fluido e na parede, formam um 
processo iterativo com transmissão de calor por convecção entre 
a parede e o fluido. Nesta circunstância, para escoamento lami­
nar, a parede oferece um caminho alternativo para o fluxo de ca­
lor, àquele oferecido pela convecção na interface parede-fluido.
0 efeito da condução axial de calor na pare­
de e no fluido simultaneamente, tem sido estudado por alguns 
pesquisadores. Entretanto, o trabalho de maior relevância, foi 
abordado por Sparrow [24|, que estudou o problema para um escoa­
mento laminar num tubo infinito. Neste trabalho, foi considerado 
que uma porção inicial do tubo, de tamanho infinito, é isolada
5na superfície externa, e a porção subsequente é aquecida por um 
fluxo de calor uniforme prescrito. Neste caso, a condução axial 
de calor na parede do tubo ê permitida de a Utilizou-se p<i 
ra a solução o método de diferenças finitas.
No presente trabalho, ê efetuada uma analise 
para escoamento laminar em placas paralelas, com condução axial 
de calor no fluido e na placa, para baixos números de Peclet. Um 
diagrama da geometria da região que compreende o escoamento, es­
ta esquematizado na figura 2.1. Tal como é mostrado, a região do 
duto definida por 0 < z* < Z *, é aquecida por um fluxo de calor 
prescrito na superfície externa da placa superior, e isolada na 
placa inferior. Nas regiões definidas por z* < 0 e z* > Z?, tanto 
a placa superior como a placa inferior são isoladas.
A placa aquecida ê isolada em z* =0 e z* = 1 ,  
tle modo que não permite a condução de calor axial através da pa­
rede para as regiões z* < 0 e z* > Z * . Neste caso, ocorre um flu­
xo de calor de alta intensidade nos extremos desta placa (isto
é; em z* = 0 e z* =•£*)., alterando a distribuição dos parâmetros de 
troca de calor. A intensidade da variação destes parâmetros, é 
caracterizada em função da condutância de calor da parede e da 
condutância de calor no fluido.
Considera-se ainda, que para a presente ana­
lise, a espessura da placa aquecida ê relativamente pequena, de 
modo que o gradiente de temperatura na parede, na direção verti­
cal, não precisa ser considerado. •
0 método utilizado para a solução, foi uma 
combinação entre os métodos de equações integrais e método varia
6cional. A combinação entre estes métodos, teve como objetivo, ve 
rificar o comportamento do método de equações integrais, quando 
a fonte térmica na fronteira exige uma solução iterativa.
Tal trabalho, fornece dados que possibilitam 
fazer uma análise qualitativa e quantitativa, tanto do método nu 
mêtico empregado quanto do problema em questão, podendo servir de 
base ao desenvolvimento de estudos com condição de contorno não 
linear, e ter aplicações em escoamento de metais líquidos.
72. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE GRAETZ
2.1. O problema de Graetz
Neste trabalho serã analizado o problema de 
Graetz, num duto de placas paralelas, considerando-se um fluido 
em escoamento laminar e perfil de velocidade plenamente desenvol^ 
vido.
A secção em que serão analizados os parâme­
tros de troca de calor, será a região bidimensional D, compreen­
dida entre as placas paralelas, cujo contorno 3D ê formado por 
segmentos de curvas diferenciáveis, que não formam cúspides nas 
intersecções. Nesta-secção, serã considerado que o eixo z* do si£ 
tema de coordenadas Cartesianas (x*,y*,z*), serã a direção de e£ 
coamento do fluido no duto e o eixo y* sera a direção em que as 
placas encontram-se separadas . Tãl situação pode sér“visualízada-a- 
travês da figura abaixo.
80 duto apresenta a superfície da placa infe­
rior isolada, assim como, a superfície da placa superior nas re­
giões definidas como z* <0 e z* > l *. Na região do duto, definida 
como 0 < z* < •£* , a superfície externa da placa superior ê aqueci­
da por um fluxo de calor qualquer.
A placa aquecida é considerada de espessura 
pequena de.maneira que o gradiente de temperatura na direção ver 
tical nesta placa ê desprezado, e isolada nas extremidades z* = 0 
e z* - Z* e tem largura infinita, de forma que não hã fluxo de ca 
lor na direção x*, tanto na placa como no fluido.
A região D serã subdividida nos subdomínios 
D^, D9 e Dj, onde os contornos serão referenciados por 8Dj, 9D2 
e respectivamente.
As fronteiras que constituem o contorno de 
cada subdomínio, serão referenciadas por um duplo índice (pois 
nos contornos dos subdomínios, existem partes contiguas de fron­
teiras-,— submetidas—a- condições de-contorno diferentes), - de— modo 
que o primeiro especifica o subdomínio e o segundo especifica uma 
parte contínua de fronteira do subdomínio.
A região D ê mostrada na Figura abaixo, tal 
como foi subdividida e como foram referenciadas as fronteiras de 
cada subdomínio.
93D11 31
3D14 3D.32
13 23 3D.33
Figura 2.2
A continuidade da função a ser determinada 
(temperatura), ao longo das superfícies em comum entre os subdo- 
mínios D^, D2 e Dj, e garantida, fazendo um balanço de energia 
em z* = 0 e z* = £*, lembrando que uma superfície não acumula ener
Aplicando o princípio da conservação da ener 
gia no volume de controle elementar em +«, conforme a figura a 
baixo, resulta:
gia
3T* = 0
dTÍ
dz*
Figura 2.3
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dTb
dz* = 0+ 00
Da equação (2.1) e do fato de que drdy
( 2 . 1)
= 0
+ 00
em ambas as placas (superior e inferior), conclui-se queT(y*,±°°) 
ê constante.
A figura abaixo mostra a região D como foi ca 
racterizada, juntamente com as condições de contorno definidas pa 
ra o problema.
af
-ü = o y*
3y* f q*
T14=T6
-12
3T12
-24-
3T31 
- #  = °
rT*
-22
3T24 3T2 2
3z: 3z*
r34
3T34
3z:
-+7k
-  TÍ2<
5 3
3y *
3t;
= o 23
3T
3y<
33 
3y *= 0
Figura 2 * 4
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As hipóteses simplificativas abaixo serão as­
sociadas ao escoamento:
a) Fluido Newtoniano.
b) Propriedades termofísicas do fluido independentes da temperatu 
ra. •
c) Escoamento unidirecional com convecção forçada.
d) Os efeitos de dissipação viscosa não são considerados.
e) Forças gravitacionais desprezíveis.
A hipótese de escoamento laminar restringe o 
presente estudo para o escoamento a baixo numero de Reynodls. As 
forças gravitacionais e a conversão de energia cinética em ener­
gia térmica são irrelevantes, em relação a grandezas similares do 
conjunto, por isso, elas podem ser desprezadas.
2.2. Equação para a placa
Para obter a condição que estabelece a tro­
ca de calor na interface parede-fluido na fronteira 3 D ^ > © nece£ 
sãrio fazer um balanço de energia. Para isto, considera-se um e- 
lemento infinitesimal da placa condutora, conforme a figura abaixo,
12
V 9T| 
s3z* e*3D
e*-kiíü
3D21 S3z*2 3 D.
dz*e*)
21
Figura 2.5
obtendo-se:
3T21
ãy*”
= al *
kf k£ dz*2 ( 2 . 2 )
—  Para a equação (2.2) são admitidas as seguin 
tès cond iço esde fr~j ri t eiras! --------
t  T*(0) = 0dz* s (2.3)
dz' T*(■£*) = 0 (2.4)
A partir das variáveis definidas no contexto, 
as seguintes variáveis adimensionais são êstabelecidas:
(2.5)
y = -^r • (2.6)
q (2.7)
f o
T* — T*
Ts = C2*8)° T*
*0
13
'J1 * «. *p *
T* = -----2. (2.9)
T*
o
k © *
6 - (2.10)
onde 3 representa a relação entre a condutância térmica da pare­
ce e a condutância térmica do fluido.
_________ ___________ As equações (2.2) a (2.4), podem ser adimen-
sionalizadas através das equações (2.5) a (2.10), obtendo-se:
aT?i d2Ts 
3y = q + 3 dz2 C2*11)
com,
d TSC0) = 0  . (2.12)
dz
e
14
(2.13)
A equação (2,11), juntamente com as condi­
ções de contorno (2.12) e (2,13), rege a distribuição de tempera 
tura ao longo da placa para distribuições de fluxo térmico conhe 
cidas.
2.3. Equação para o fluido
Na obtenção da equação diferencial da ener­
gia para o problema proposto, serão aplicadas as hipóteses cita­
das anteriormente. Portanto, a equação diferencial_da_energia em 
Coordenadas Cartesianas adquire a seguinte forma:
parcial elíptica, que rege o campo de temperatura em toda a re­
gião D.
(2.14)
A equação (2,14) ê umá equação diferencial
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Como a região D foi subdividida em três re­
giões distintas, a equação (2.14) aplicada em cada região separa 
damente, ê escrita a seguir:
—  Para a região :
32T* 32T* p c ü *  3T*
9z2 + 9y*2 ~ 3z* (2.15)
—  Para a região D2:
32TÍ 32TÍ pcU* 3TÍ
— + -— —  = ^  (2 16) 
3z*2 3y*2 kf az* C J
Para a região D3:
32T| 32T* pGpU* 3T*
3 7 ^  C2-17)
Utilizando-se as variáveis adimensionais de­
finidas pelas equações (2.5) a (2.10), e definindo a variável a- 
dimensional escrita abaixo,
U = {jí- (2.18)
m
as equações (2.15) a (2.17), com as condições de contorno defini^ 
das para cada região, mostradas através da Figura - 2.3, adquirem 
as formas adimensionais que seguem:
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Para a região
.9 T,  3 T,  _  9T
— = p u
9z 9y e
(2.19)
com as seguintes condições de contorno:
3T11
9y = 0 ( 2 . 2 0 )
3T12 = ! h ±
9z 9z ( 2 . 21)
9T13
3y = 0 ( 2 . 2 2 )
T14 - 0 {2.23)
Para a região D2:
9 2T ~ 9 2T7 _ 9T0
(2.24)
com as seguintes condições de contorno: *
T21 * Ts (2.25)
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T22 " T34 (2.26)
3^23
"5y“ = 0 (2.27)
T24 = T12 (2.28)
—  Para a região :
a2! ,  a2? ,  _  9T,
1 7  + 1 7  ■ V  T T  (2 .29 ,
com as seguintes condições de contorno:
3^31 '
“ly- = 0 • (2.30)
T32 = Too (2.31)
3T33
“57^ = 0  (2.32)
3T34 9T22
l á 1  " "Ti1 C2.33)
onde Pg é o numero de Peclet, definido, como segue
18
pc U*D?
pe = — "k (2.34)
0 número de Peclet é um parâmetro adimensio- 
nal que estabelece fisicamente a relação entre a quantidade de 
calor transmitida por convecção e a quantidade de calor transmi­
tida por condução.
Como pode ser visto, o conjunto de equações
(2.19) a (2.23) define matematicamente o problema para a região 
D-p assim como os conjuntos de equações (2.24) a (2.28) e (2.29) 
a (2.33) definem também matematicamente os problemas para as re­
giões 1 ^ 2 e , respectivamente.
As conexões entre as distribuições de tempe­
raturas de região para região, são fornecidas pelas condições de 
Contorno dadas por (2.21), (2.26), (2.28) e (2.33), enquanto que 
a conexão da distribuição de temperatura do fluido com a distri­
buição de temperatura na placa aquecida ê dada pela equação(2.25).
Portanto, apesar da região D ter sido dividi^ 
da em três regiões distintas, o fluido é aquecido de uma maneira 
continua, através dos processos de convecção e condução axial de 
calor, estabelecendo um perfil de temperatura contínuo de a
00
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3. FORMULAÇÃO NUMÉRICA
3.1. Obtenção das equações integrais
0 método de equações integrais consiste em 
obter, a partir de equações diferenciais parciais lineares, equa­
ções integrais. Para isto, utiliza-se o segundo teorema de Green, 
as propriedades da função "Delta de Dirac" e as propriedades da 
função de Green.
Como é do conhecimento, o segundo teorema de 
Green é dado pela seguinte relação:
/D (tv2v - W 2t) dA = /3D (t§H-v-i) dS C3.1)
Este teorema ê aplicado para todas as re- 
giões chamadas normais 12 | em Rn , t e v são funções que apresen- 
tam derivadas parciais de segunda ordem, continuas em D, dA é o 
elemento de ãrea do domínio, dS é o elemento de arco, e n é a 
normal a superfície 3D.
Para a obtenção e solução das equações 
integrais, serã utilizada a função de Green fundamental 
associada ao operador de Laplace, que constitui a solução da se­
guinte equação diferencial parcial:
t
-V2g(w,w') = <5 (w-w1) , w = (y,z) e w ' = (y' , z ') e R2 (3.2)
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onde ó(w-w') é a função "Delta de Dirac", e g(w,w') ê a função 
de Green.
O problema térmico a ser resolvido pelo meto 
do de equações integrais é o definido na região D2, descrito pe­
la equação (2.24), que satisfaz as condições de contorno especi­
ficadas por (2.25) a (2.28).
A equação (2.25) serã transcrita a seguir:
2 — 9T2(w)
VZT2(w) = Pe U — i--- (3.3)
3 z
onde T2 é a distribuição de temperatura na região D2.
Multiplicando-se a equação (3.2) por T(w) e 
a equação (3.3) por g(w,w'), adicionando estas equações e inte­
grando-as ao longo da região D2, obtêm-se:
■fj) (g(w,w')V2T2(w) - T2(w)V2g(w,w')) dA(w) =
2
3T? (w)
Sn T~(w)ô(w-w')dA(w) + fu P U(w) ------ g(w,w')dA(w) (3.4)
2 2 3z
No termo antes da igualdade da equação (3.4), 
serã aplicado o segundo teorema de Green, expresso pela equação 
(3.1), enquanto, que no primeiro termo desta equação apos o si­
nal de igualdade, serã aplicado a propriedade A-2 (Apêndice A), 
da função "Delta de Dirac". Deste modo, a equação (3.4) adquire 
a seguinte forma:
T2  ^ = /3D Cg(w,w’) - T2(w) ) dS(w) -
2 2
21
-  3T7(w)
/Dz P2U (w)— 9^ —  g(w,w') dA(w’) (3.5)
Na equação (3.5), aplica-se a propriedade de 
simetria apresentada pela função de Green (A-28, Apêndice A), e 
troca-se w por w', resultando:
T2M  - %  ( 8 ' T2(" ’^ 83 n r ,:)) dS(W) -
“ Lt
, _ 3 T 2 (w ' )
•j) Peu (w')-— —  g(w,w.') dA(w') (3.6)
A derivada normal em w 1 da temperatura com re 
lação a superfície ^ 2, doravante serã denominada por 3T2, assim 
como, a derivada normal em w 1 da função de Green com relação a 
superfície 3D2, serã denominada por 3g; isto por questão de sim­
plificação.
--- -----------------Es crevendo -se a e quaç ão ( 3 .6 ) em funç ão' de
cada fronteira que compõe o subdomínio D2 (3D2 ,^ 9^22’ ^23 e 
3024), resulta:
T 2 (w) = /3D (g(w,w,)3T21(w') - T21(w')3g(w,w’))dS(w') +
21
/3D (g (w ,w ') 3T22 Cw ') - T22(w,)3g(w,w’)) dS(w') + 
2 2
+ /3D (g(w,w’)3T23Cw’) - T23(.w,)3g(w,w’)) dS(w’) +
23
22
/aD (g(w,w')3T24(w') - T24(w’)3g(w,w’)) dS(w') - 
24
3T2(W)
---- g(w,w’) dA(w')
3z '
(3.7)
para todo ponto w sobre D2
Observando-se a equação (3.7), nota-se que
as condições de contorno T21, 3T21, ?22, 3T22, T23, 3T23, T24,
8T24 e forem conhecidas, esta equação permite o cálculo da
temperatura em qualquer ponto do interior da região D2. Como T21, 
T22, ^ ^23 e ^24 sao conhecidas pelas condições de contorno ex­
pressas pelas equações (2.25) a (2.28) respectivamente, torna-
cado em 3D2, pois quando w = w' surge uma singularidade, de modo 
que a equação (3.7) não poderá ser aplicada sobre este contorno 
(3D2). Isto pode ser verificado facilmente, uma vez que para o
relação a normal são definidas conforme (A-10) e (A-16). Tal sin 
gularidade poderá ser contornada, se os pontos w e w* forem iso­
lados através de um semi-circulo (ver Apêndice A).
Neste caso, aplica-se as propriedades (A-28) 
a (A-30) na equação (3.7), nos pontos sobre as fronteiras 3D2-p
se necessário determinar uma equação para w que poderá ser apli^
pró b lema b id i_m e n s ion a1, a função de G re en __e.s ua derivada com -
23
-j- T2iO) = ■/’gjj ■ (g(w,w’)3T21(W) - T21(w,)3g(w,w,))dS(w,) +
21
+ “3D CgCw,w’)3T22(w') - T22(w,)3g(w,w')) dS(w')
22
(g (w,w ’ >3T23 (w 1 ) - T23(wl)3g(w,w')) dS (w ' )
2 3
+ /9D,,C8 Cw'K',53T24Cw') ‘ T24 (w 1 ) 3g (w,w ' ) ) dS (w ' ) 
2 4
r ~ 3T2CW)
" D PeU w^ ^ — 571-- sCw.W) dA(w’) (3.8)
para todo ponto w sobre 3D2^
X  T22^w  ^ “ 3^D (g(w »wf)3T2i(w') - T2i(w')3g(w,w')) dS Cw 1 )
21
+ (g (w >w ' )3 T22 (w ' ) - ^22 (w ' ) 3g (w >w ' ) ) dS (w ’ )
2 2
+ (g (w >w ' ) 3T23 (w ' ) - T23(w')3g(w,w')) dS(w')
2 3
+ X3D (g (w >w ' ) 3T24 (w ' ) - T24(w')3gCw,w')) dS (w ' ) 
2 4
r _ 8T2(w')
•'d ?eU(w' )— ÕJT—  g(w,w') dA(w ') (3.9)
2
para todo ponto w sobre ^2 2
~T T23Cw) = /8D21CgCw’w ')8T21(:w,-) " T21 Cw ' D 9g (w ,w *)) -dS (w')
+ fdD Cg.Cw.w,)3T22(W) - T22(w’)3g(w,w’)) dS(w’)
22
+ "3D CgCw,w’)3T23Cw') - T23(w')ag(w,w’)) dS(w’)
2 3
* V  (s C''.k ')3T2 4 (w^  - T24 Cw')8gCw,w')) dS (w ')
2 4
3T?(wf)
" {) PeUCW) ------  g(w,w') dA (w ' ) (3.10)
. 2
para todo ponto w sobre 9D23
4  T 2 4 ^  = *9D Cg (w ,w 1) 3T21 (w  1) - T 21 (w ’ ) 3g (w ,w ' ) ) dS(w’)
2 X
•3D Cg(w,w,)3T2 2 (w') - T22 Cw ') 9g (w ,w *) ) d S ( w ’)
22
•3D CgCw,w')3T23Cwl) - T23Cw,)3gCw,w')) dS(W)
2 3
■^D Cg(w,w*)3T24Cw') - T 2 4 Cw ') 3 g (w, w ' ) ) dSCw')
3T2Cw ’)
•^ 2 CpeU Cw ' ) — -- gCw.W) dA Cw 1) * C3.ll)
! para todo ponto w sobre 9D2^
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Verificando-se as equações de (3.8) a (3.11)
nota-se que estas equações são independentes da temperatura do
interior da região D7 , sendo dependentes somente -de 3T0,, T-, ,3T 21 21
9T22’ T22 ’ 9T23’ T23 ’ 8T24’ T24 e J z r *
Através das condições de contorno
(2.25) a (2.28), conhece-se T21, T22, 3T23 e T24 res­
pectivamente. Neste caso, o problema a ser resolvido conta com 
quatro equações, quatro condições de contorno conhecidas, e nove 
variáveis a serem determinadas.
Portanto, para qüe haja paridade entre o nú­
mero de incógnitas e o número de equações, deve-se obter uma e-
9 T 2 (w ')quação que forneça — *-p—  para o interior da região. Esta e- 
quação é obtida, derivando a equação (3.7) com relação a z, que 
pode ser escrita da seguinte forma:
3T2(w)
-*3—  • = ãT C.-^ d (gO,w')9T21(w) - T21(w'.)3g(w,wV))dS(w')
21
+ 3^D (gCw,w')3T22(w') - T22(w')3g(w,w')) dS (w ' ) +
22
+ D Cg(w,w')3T23(w') - T23(w')3g(w,w')) dS (w ' ) +
22
+ •'aD^CsCW’W ’^ T^tw') " T23Cw')3g(w,w')) dS
+ (g(w,w’)3T24(w’) - T243g(w,w'))dS(w’) +
24
3T2(w’)
- /D PeU(w' ) — g(w,w') dA(w’)) (3.12)
para todo w sobre D2
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As equações de (3.8) a (3.12), associadas âs 
condições de contorno estabelecidas pelas equações (2.25) a (2.28), 
proporcionam os parâmetros de troca de calor na fronteira da re­
gião D2 (temperatura e gradiente da temperatura).
Determinadas estas incógnitas, são elas substituídas 
na equação (3.7) obtendo a distribuição de temperatura para a 
região D2.
•3.2. Solução das equações integrais
3.2.1. Divisão do contorno
Como foi visto, as equações que serão resol­
vidas para obter a distribuição de temperatura na região descri­
ta pelo método integral, compõem-se de integrais de linha e inte 
grais de ãrea. Para obter uma solução numérica destas equações , 
tem-se, inicialmente que dividir o contorno da região e a região 
em elementos de arcos e elementos de ãreas respectivamente, de 
forma que possibilite a solução destas integrais.
0 critério escolhido para subdividir o con­
torno, foi utilizado em 135 |, que estabelece que no segmento de 
arco, devera existir um ponto nodal (no centro do segmento), so­
bre o qual serã aplicado a equação integral obtida para o deter- 
minado contorno. E, com o objetivo de avaliar o comportamento das 
equações integrais em torno deste ponto nodal, é necessário que 
os elementos de arcos sejam segmentos retos ou què possam ser a-
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proximados por segmentos retos.
Os pontos correspondentes a subdivisão dos ar­
cos serão denominados de pontos subnodais. Os segmentos de ar­
cos devem ser escolhidos, de tal forma, que os pontos subnodais 
incluam todos os cantos envolvidos no contorno, assim como, os 
pontos onde ocorrem mudanças nas condições de contorno. Esta têcni 
ça garante que o vetor normal em cada ponto nodal dos segmentos, 
apresente uma direção normal ao segmento bem definida.
A subdivisão da região em elementos de ãreas 
(no caso de uma região retangular), deve ser feita, unindo os pon 
tos subnodais simétricos do contorno, onde serã fixado no centro 
de cada ãrea, um ponto, também chamado de ponto nodal. Para um 
melhor entendimento, veja a figura abaixo.
3 j-l
Figura 3.1
28
Nesta Figura j é o ponto nodal no 
j-ésimo elemento de arco e m ê o ponto nodal no m-ésimo elemento 
de área.
0 sentido de integração para as integrais de 
linha sobre o contorno, devera ser coerente com o sentido utili­
zado na teoria empregada para a obtenção das equações integrais; 
isto ê, o contorno ê descrito de modo que guarda o domínio sobre
o lado esquerdo. Por isso, os pontos são numerados de uma forma 
crescente com o sentido positivo de integração.
3.2.2. Formulação aproximada para a solução das integrais
Com a região e o contorno jã subdivididos, o 
prõximo passo, ê estabelecer uma maneira que possibilite efetuar 
a integração das integrais de linha e de ãrea, contidas nas equa 
ções integrais que serão aplicadas em cada elemento do contorno 
e do domínio.
A solução numérica de um problema, como foi 
descrito anteriormente, pode ser obtido pelo procedimento descr_i 
to em |3|, como segue:
As integrais que deverão ser resolvidas no 
problema consistem em integrais da seguinte forma:
= /auKCw.w^fC.W) dS (w') . (3.13)
02 (w) = /pK(w,w’ )f (w' ) dA(w’ ) (3.14)
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Onde K(w,w') é um núcleo correspondente ã so 
lução fundamental do operador Laplaceano, ou a derivada da solu­
ção fundamental deste operador com relação a normal. A função 
f (W) normalmente ê desconhecida, constituindo-se uma incógnita 
do presente problema.
Para obter a solução numérica do problema, o 
contorno 3D foi subdividido em nt intervalos suaves e suficien­
temente pequenos, de modo que a função f(w') possa ser aproxima 
da pela função-degrau f(w'), que assume valor constante para ca 
da intervalo. Portanto,
f(w). = fj, j = 1,2,...,nt para todo ponto w' sobre AS
0 mesmo pode ser extendido para o subdomínio D2, que foi dividi­
do em nQ elementos de ãreas uniforme, de forma retangular, su 
ficientemente pequenos, de modo que a função f(w') pode também 
ser aproximada pela função-degrau f(w), que se mantém constante 
para cada elemento de área, conforme 1251 . Desta forma:
fO») = f m = 1,...,nQ e para todo ponto w' sobre AA
e consequentemente as equações (3.13) e (3.14) podem ser aprox^ 
madas por:
0j(w) = /3DK(w,w*')f(w') dS(w’) (3.15)
30
02(w) = /dKCw ,w ’)£(w ') dA(w.') (3.16)
As equações (3.15) e (3.16) podem ser escri­
tas nas seguintes formas:
-  nt
0,(w) = £ f / K(w,w') dS(w') (3.17)
1 j=l 3
n0
C
m=l02 M  = _i, fm /AAmKCw’W ') dA<>') (3.18)
Cada equação integral aplicada num determina 
do ponto nodal, deve ser formulada, conforme (3.17) e (3.18), 
onde os coeficientes
/ASjC(w,w') dS(w')
f AA K(w,w') dA(w1) 
m
para o problema proposto, podem ser calculados analiticamente 
conforme I25I.
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3.2.3. Aplicação do método numérico às equações integrais
A equação integral que fornete a distribuição 
de temperatura no domínio D2 é dada pela equação (3.7), isto é:
t2 (w) = fdB (g(w,w')3T21(w') - T21(w')9g(w,w')) dS (w')
2 X
+ 4d cg Cw,w ' ) 3T2 2 Cw * ) - T22 (w ' ) 3g (w ,w 1) ) dS (w ') 
2 2
+ (gCw,w')3T23Cw’) - T23Cw ,)3g(w,w’)) dS (w ’)
2 3
+ fdD CgCw,w’)3T24(w') - T24(w’)3g(w,w’)) dS(w') 
2 4
f - 3T20 O
“ 3D PeU — 3T1-- 3g(w,w.’) dA(w') (3.19)
2
Para todo ponto w sobre D2
Para resolver a equação (3.19), serão aplica 
das as formulações aproximadas, apresentadas no item anterior,ex 
pressas de acordo com (3.17) e C3.18), resultando:
W - J i  3T2l{«P./iS21).?Cwlt,wj)dS(W)-T2lCwj) /ís 3g(wm ,wj)dS(W:
®T22Íwj3 ■is22JJ*&W.wj3«6f3 - J j  t22(Wj) H l *
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g(wm,wj)dS(w') g(wm,wj)dS(w’)
n0 -,
Z PeUCwj) 
3=1 J
(3.20)
Para todo ponto wm sobre ^
onde,
nQ = numero de pontos nodais contidos na região D2
n^ = número de pontos nodais em
ri2 = número de pontos nodais em 3Ü22
nj = número de pontos nodais em 31^ 23
n^ = número de pontos nodais em 3Ü24
ponto nodal wm , impondo deste modo, que as condições de contorno 
sejam satisfeitas pontualmente.
Denotando-se os núcleos contidos na equação
(3.20) e nas equações subsequentes por;
A equação (3.20) deve ser resolvida pelo mé­
todo da colocação 131 , que consiste em aplicar a equação em cada
G£imj = VAS,.v *Cwm-wj)dsCw,)' 1 e 1 = 0....4- m = 1
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(AG)£imj = fàs _3g(wm,wj)dS(W,)1 l e i = 0,...,4, m = 1,...,!^  
2-£)j
® j - 1,...,n»
(GA)£i • v J mj *AA.g(VWj )dA(w’),£. e i = 0,... ,4, m = 1,... ,:nu e j = l,...,n£
Nos núcleos acima, l representa a frontei­
ra da região D2 ou a região D2, onde o ponto wj esta situado, e
i representa a fronteira desta região ou esta região, cujo pon 
to wm esta localizado.
Obtêm-se, a seguinte equação:
* ,íl 3T23C”j)«0mj - .1 1 T23Cwj)(iG)30mj 
J j ^
n4
* .fi ” 2 ^ ) 6 4 0 ^
n4
T24(wj)(4G)40mj
* PeU(wj) - - -^Z ' ■ CGA)00m,
j=l
mj (3.21)
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Para todo ponto wm sobre D2 
ou na forma matricial, como segue:
[I]{T2) - [G10mj ]{3T21} * [(AG)10mj] (T21) - [ G20m. ] *
[(«5)20mj] í T22) - [G30m;j] í 3T23} * [ (40)30^3 { T23> - [040^]  { 3T,,} *
3T,
[(ACMOmj ] ( t24} + pe [(GA)°0mjx Uj ] = ( 0 )  (3 .22 )
Para todo ponto w sobre D-m 2
Em (3.22), assim como, para todas as equa­
ções que serão escritas na forma matricial daqui para frente, o 
símbolo £ [] representa matrizes quadradas, { } representa matr_i 
zes colunas, e £l'3 a matriz identidade.
Para a utilização da equação (3.22), é neces 
sãrio conhecer os valores da derivada normal da temperatura, as­
sim como, a temperatura em cada ponto nodal sobre o contorno da 
região D2, e a derivada com relação a direção z em cada ponto de£ 
ta região. Para isto, necessita-se resolver as equações de (3.8) 
a (3.12), que serão discretizadas, aplicando-se todos os concei­
tos introduzidos para obter a equação (3.22), a partir de (3.7).
Consequentemente, de #forma análoga ao proce­
dimento anterior, obtem-se:
- A partir da equação (3.8):
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- f T2l(“m> ' 3T2l(wj5G11mj " T21 Cwj H iGH  Vj
* jll iT 2 2 ^ P G21mj - fj T21<wjHAG)21»>j
+  J i  3 T 2 3 ( " j ) G 3 1 m j  *  ^  T 2 3 ( K j » A G ) 3 1 m j
114 II4
* 3T24t“j)G41mj - T24Íwj H âG)41mj
"o _ 3T,(w!)
- ^  PeU(wj) — l^rL CGA)01mj (3.23)
Para todo ponto wm sobre
... A equação (3.23) pode ser escrita na forma 
~ma t r i c i a 1 r da s e gu i n t e mane i r a:
[1/2 [ I ,]♦ CCAG)llmj] ]  (T 21) - [G ll^]  { 3T21) - [G21mj ] { 9T22> *
[(«5)2^] ÍT22} - [GSl^] { 3T23} *:CiG)31m:j] {T^} - [041^ { 3T24 > ♦
ST2,[(4G)41mp  (T24) * Pe CCGAjOl^xU^.{(^} = í 0 } C3.24)
Para todo ponto wm sobre
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- A partir da equação (3.9):
ni n
~T T2 z C V  " 3T2lCwj)G12mj - ^  T21 (wj)(AG)12m.
n 2 n 2 
+ E 3T??(w!)G22 . - Z T?7 (w!) (AG) 22 - 
j=l 21 J j =1 2 2 K  ^ mj
n3 n 3
3T23(wj’G32mj - ^  T23(wj H ^ ) 3 2 mj
n4 n4
+ jíj. 3T24C“ j)G42mj - ^  T24t“ j H AG)42mj
n0 _ 8T2(wi3
- ^  PeU(wj) - J ^ r -  (GA)02mj (3 -25)
Para todo ponto w sobre 3D00 r m 22
A equação (3.25) pode ser escrita na fórma ma 
tricial, conforme segue:
[1 /2  [I]  + [(AG)22m;j ] ] ( T 22}-CG12]nj] { 3T21) +[ ( iG)12m.] { T 21} -
f
CG22mj 3fST22}- CG32mj] O T 23) + C(AG)32mj] ( T 2 3 )- [G42mj] {8T24}.-
3T,
CiG% P  {T24 } ■" Pe [ ( « 3 % ^ ]  t J = í 0 > (3 .26 )
Para todo ponto wm sobre 3D22
- A partir da equação (3.10):
T T 2s ( V  ■- 3T2lCw j)G13mj - .fj T 2iCwjJ CAGÎ.13mi
112 n2
+ Z 9T7?(w !)G23m . - Z T?- (w î ) (AG) 23 . 
j =1 2^ 3 j=2 ^  j mj
*3
3T23^j)G33mj -
n3
A
j-1
Z T23(w!)(AG)33 . 
j=l J
n3
3T24^j)G43mj -
n3
Z
j=l
,E=i T24(wj)CAG)43mj
no 3T2(w !)
Z
j-1
PeU ^j) 3V (GÃ)03mj
Para todo ponto w sobre 9D0,__________ ___ __m_____:___ 23_
A equação (3.27) pode ser colocada na 
matricial, como segue:
[1/2 [I ] * [(4G)33m.]] ÍT23> -[G13m.] {ST^Í ♦ [(AG)^] (t21>
[G23m P {3T22! + &AG)23m:j]{T22} - [G33mj]liT^I  - I gK ^ T ^
3T7
♦ C»G)43mj] {T24} ♦ Pe[ CGA)03m. xtL ] { C ^ >  = { 0 >
Para todo ponto wm sobre 2^23
(3.27)
forma
(3.28)
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- Para a equação (3.11):
ni ni
T ^ V  - 3T2iCwjJG14m;j - ^  T „  (wj ) (AG) 14mj
H2 n2
+ ,1, 3T 2 2 (” j)G24mj ' * T 22(w j H A G ) 24mj
J J
n3 n3
+ ^  9T23^j^G34mj “ j^1 T23^jHAG)34m;j
n4 n4
+ 9T 2 4 ^ j ) G4V j  - T 2 4 ^ j H A G ) 44m .
no _ 3T?(w!)
- ^  PeU(wj) - a-'J- CGA)04mj (3.29)
Para todo ponto wm sobre 31*24
Na forma matricial, (3.29) pode ser escrito
da seguinte maneira:
[1/2 [ l ]  * [(40)44^] J T 24) - [ G14mj] « T 21> + [C A G )«^ ]  {Tn > - 
[G24mj]  {3T22} ♦ [CAG)24mj] ÍT22> - [G34mj] O T ^ }  ♦ [ ( A G ^ . ]  {T2J> -
3T2,
CG44mj 3 Í3T24> * PeCCGA)04mjxUj] { f ^ )  = { 0 } (3.30)
Para todo ponto wm sobre 3D24
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- Finalmente, para a equação (3.12):
3T2(wm) ni ni
— --- “ ^  3T2ltwj’8G10mj - ^  T2lCwjD3CAG510mj
n2 n?
+ .1 ^ 2 2 ^ " > ÿG20mi ' ■=, T 2 2 (w j 53 ^ G ) 20m:j
3 *) ^
n3 n'3
+ l 9T2ÎCW 5 3650^ - Z T23(wj)3(AG)30m;|.
114 II4
+ .ï 3T24Cw'5 3G4°mJ - E T24Cwj)3UG)40m .
3 3
no _  3T ,(w !)
- ^  PeU(„j) — ^ L .  3CGA)00]n.
Para todo ponto wm sobre D2
(3 .31)
dnde,
aaeimj = J ï   ^*^ S .gCwm .wj)dSCw')), l e  i=0,...,4, m = l,...,ni
2£) j
e j = 1, .. .,n.
3(AG)£imj. = A  (^s 9g(wm ,wj)ds(w')), £e i = 0 ,... , 4 , m = 1,... ,n±
2-£) j
® j “ !)••• >11»
e
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3(GA)£imj = /AS g(wm ,w£)dA(w')) , £ e i 0,...,4, m = 1...
2£)j -
e j — 1, .. . ,n^
Nos núcleos acima, l representa a frontei­
ra da região D2 ou a região D2, onde o ponto wj está situado, e
i representa a fronteira desta região ou esta região, cujo pon
to w esta localizado, m
Na forma matricial, (3.31) pode ser escrita
da seguinte forma:
3T
C [ I ]  + PgE3 (GA)00mjXUj3  ]  í C ^ )  - [a s io ^ ]  {3Tn } + [3 CAG)10m.] { T ^ }  
[3G20mj:  O T 22 ♦ [3(AG)20mj] { T ^ }  - [3G30m.] {3T23> * [ 3 (4 3 )3 0 ^ ]  ÍT2}} -
[9G40mp { 3 T 24} .+. [ 3 CiG)*0mj] { T 2 4 } - { 0 } (3 .32)
Para todo ponto wm sobre D2
Para que o sistema de equações composto por
(3.24), (3.26), (3.28), (3.30) e (3.32) possa ser resolvido, ê 
necessário associar a estas equações ãs condições de contor­
nos do problema, que são ; prescritas através de (2.25) a 
(2.28).
Resolvido este sistema de equações, a distri^ 
buição de temperatura e fluxo de calor nas fronteiras do subdomjí 
nio T> 2 são conhecidas, o que permite obter a distribuição de tem
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peratura em qualquer ponto da região D2 , por meio da equação (3 . 
22).
0 número de equações a serem resolvidas si­
multaneamente no sistema, depende do comprimento a ser especifi­
cado para a secção aquecida , e do comprimento dos segmen­
tos de arcos que compõem o contorno. Neste caso, a variação do 
comprimento da secção aquecida acarreta uma mudança no tempo de 
computação, enquanto, que a variação do comprimento de arco a- 
carreta uma mudança no tempo de computação e precisão dos resul­
tados .
3.3. Formulação variacional para os extremos do duto
-w 0 princípio do método variacional, consiste
em encontrar uma função T*, tal que o integrando - funcional - de 
uma integral definida, seja dependente desta função, e cujo com­
portamento de T* nos extremos do intervalo de integração, sejam 
conhecidos.
Para um problema de transmissão de calor, a 
funcional é obtida através da equação da energia, conforme |5| , 
e o comportamento de T* nos extremos do intervalo é conhecido a- 
través das condições de contorno do problema físico a ser resol­
vido.
As equações (2.19) e (2.29), juntamente com 
as condições de contorno de (2.20) a (2.23) e de (2.30) a (2.33),descrevem 
o problema térmico a ser resolvido pelo método variacional nos sub
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domínio e D^. Transcrevendo-se as' equações (2,19) e (2.29) 
seguir:
8T
7 T 2 = PeÜ -TI t3‘34)
Conforme |6| e o apêndice B, as equações
(3.33) e (3.34) e as condições de contorno adjuntas ((2.20) a 
(2.23) e (2.30) a (2.33)),estão associadas ao funcional dado 
por (B-35) , adimensionalizado através dos grupos adimensionais 
definidos por (2.5) a (2.10), (2.18) e (2.34). Transcrevendo-se
o funcional a seguir:
■ v ° 3 (peïïi i x fí+1) * t < # 2 * # 2 dA
■^SD^eSDj^CT + 1) ds (3.35)
onde,
T = ê a distribuição de temperatura procurada 
í = T + <5T 
<5T = é o incremento de T
Os problemas de valore*s de contorno (3.33) e
(3.34) com (3.35), serão divididos em dois problemas distintos: 
um serã aplicado no subdomínio , e o outro no subdomínio D^.
4 3
Neste caso, será proposto duas distribuições de temperaturas: 
T^Cy.z) para a região D-^z < 0) e T3(y,z) para a região D3(z>Jt), 
tal que satisfaça as condições de contorno para as regiões e 
D3 respectivamente.
Através do método de Ritz Galerkin |5|, po­
dem ser propostas as seguintes distribuições de temperaturas a- 
proximadas de ordem n para T^(y,z) e Tj(y,z):
n
T-,(y,z) = E a.(z)Y.(y)
1 i=0 1 1
(3.36)
n
T-z (y, z) = E aT (z-&) (y) 
J i=0 1 1
(3.37)
onde a^(z-£)e a^(z) são funções a determinar, e as funções 
Y^(y) formam uma sequência completa de funções linearmente inde­
pendentes, que devem satisfazer as seguintes condições de contor
no:-------- :----------------- 1--- - ----- - ‘ :
a^íy)
3y 3D11
(3.38)
a^Cy)
ay
= 0, i = l,...,n
3D13
(3,39)
3 V y )
ay
= 0, i = 1, ... ,n
3D31
(3.40)
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3Vi
ay
= 0, i = 1,...,n (3.41)
8D33
O procedimento utilizado para obter as fun­
ções a+(z-£) £ a (z) , contidas nas equações (3.36) e (3.37), esta 
apresentado no apêndice C, que obteve os seguintes sistemas de 
equações diferenciais lineares, homogênea e de segunda ordem:
[H] (a+} - [A] {á+} - [B] {a+} = {0} (3.42)
[H]{a"} - [A] {'a~> - [B] {a-} ={0} (3.43)
onde,
Hij = /-i V y)V y) dy C3-44)
Bi;j = f \  (y) . V^íy) dy----------- - .... ....(3.45)
A —  = /^PgUíy)’l,i (y)'Fj (y) dy (3.46)
Para encontrar a solução do sistema de equa­
ções (3.42), serã apresentado o procedimento apresentado em |5|, 
que se caracteriza em tomar as seguintes expressões:
{a+} = {C+} eX(z-í') (3.47)
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guinte problema no espaço R
Substituindo (3.47) em (3.42), obtem-se o se 
n+1
X2 [H] {C+> - X [AH {C+} - [B] {C+} = { 0 } (3.48)
Conforme |5|, o procedimento caracterizado 
por (3.48), ê equivalente ao problema no espaço R2 n^+1-^, dado pe 
lo seguinte sistema de equações:
A[R] {Y+} - [S] (Y+} = { 0 } (3.49)
onde,
1
1—
1 
X
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I
Deve ser salientado, que a matriz B dada por:
Bij = /-1lV’1'i Cy) ,VŸj Cy)dy
Apresente uma característica especial; isto é, possui a primeira 
linha e a primeira coluna nula, pelo fato de que ^q(y) = 1.
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Deste modo, o sistema de equações diferenci­
ais lineares e homogeneas, representado-por (3.49) no espaço 
R2(n+1) pQ(je ser perfeitamente representado no espaço R2n+1, 
sem perda de generalidade, se eliminada a linha e a coluna (n+2) , 
que são nulas nas matrizes R e S, conforme |5|.
A matriz R ê positiva definida, pelo fato de 
que sua diagonal ser composta em blocos, pelas matrizes granianas 
H e B. Deste modo, o problema de autovalores (3.49) pode ser co­
locado na forma canónica, pois ê possível encontrar uma matriz 
Q, tal que:
[Q]T M  [Q] = [I] (3.50)
onde, ^
p] = a matriz identidade 
T_____ [Q] = a transposta da matriz_ Q ____________  - - ------  -
TAplicando-se Q e Q na expressão (3.49)', ob-
tém-se:
([I] - [Q]T [S] [Q] ) [Q]T {Y+} = {0 } (3.51)
Para que (3.51) não apresente somente a solu 
ção trivial, a seguinte igualdade deve ocorrer:
det(A[I] - [q]T[S] [Q] j = 0 (3.52)
A equação (5.52) pode ser resolvida por meto 
dos convencionais, como apresentado em |8| , e apresenta (2n + 1) 
autovalores e (2n+l) autovetores reais, dado que a matriz do pro 
blema ê real e simétrica. Denotando-se os autovetores por
i = 1,2 2n+l, os vetores yT são obtidos pela seguinte expre^
são:
{Yi> = CQ] íXi> ’ i = 1,2,...,2n+l (3.53)
Como consequência da singularidade apresenta 
da pelas matrizes R e S, pelo procedimento anterior, são encon­
trados 2n+l autovalores e 2n+l autovetores, sendo n+1 autovalores 
positivos e n autovalores negativos, isto, pelo fato de que a ma 
triz do problema (3.51) ê real e simétrica.
-------- ----------- Para que o'problema '(3.49) fique representa-
2n | ^
do no espaço R , torna-se necessário definir mais um autovalor 
e mais um autovetor. Conforme l5[, um dos autovetores que satis­
fazem o problema, está associado ao autovalor zero, sendo defini^ 
do como o vetor abaixo:
{Y+}T = {0,0,...,0,C,0,...,0} (3.54)
onde ’
C = é uma constante arbitrária, localizada na coluna (n+2).
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Com a supressão da linha n+2 e da coluna n+2 
das matrizes S e R do problema (3.49), os auto-vetores não são ob 
tidos completamente, restando determinar justamente o (n+2)-ési- 
mo elemento de cada auto-vetor. Este elemento pode ser encontra­
do, lembrando que:
{Yi} =S
à {cT}
{Ci}
i 1,2,3,...,n (3.55)
Donde, deduz que:
Desta forma, todos os autovalores e auto-ve- 
tores do problema (3.49) são obtidos. Destes 2n+2 autovalores : 
n+1 são positivos, n são negativos e um ê nulo. Isto confo rme 
110[, ê garantido pelo fato de que o auto-valor nulo esta asso­
lei ado a região D^ , “juntamente com““os"n“'àutovalores negativoS“,~pa" 
ra garantir que (3.42) apresente solução finita em z = ,
De posse destes autovalores e destes autove- 
tores , pode-se obter os autovetores do problema espectral - (0 )^-
associado a (3.52), através da equação (3.55), que combinados li_
K X. fz-.n ~
nearmente e aplicados as funções e J ^ 3 , fornece a solução de
(3.42), isto ê,
n+ “ + + "£) 
{.a } = Z At (C^  }e J 
j =0 J J
(3.56)
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onde, a T são constantes a determinar, xt são os autovalores ne 
gativos, incluindo o nulo.
Substituindo (3.56) em (4.46), resulta:
n + xt(z-£) n 
T,(y,z) = E A- e 3 E C, . V. (y) (3.57)
•V j=0 J i=0 13 1
onde, ct^ é elemento da matriz |C+|, constituindo pelas colunas 
correspondentes aos auto-vetores (C+), e os coeficientes A^ são 
desconhecidos.
Procedendo de maneira anãloga para a região 
D^, pode ser obtido uma expressão para T^(y,z), que adquire a se 
guinte forma:
n X-z n
3 E CT, y.(y) (3.58)
Jteste caso, os autovalores são os positivos,
que garantem que (3.53) seja finita quando z = - °° . são os
elementos da matriz ]], onde cada coluna ê constituida por um 
auto-vetor, correspondentes aos autovalores positivos, e Aj são 
desconhecidos.
Desenvolvendo o primeiro termo da primeira so^ 
matória da equação (3.57), lembrando que Àq = 0, e que todos os
+ +componentes do autovetor associado a Aq - Cg - são nulos, exceto 
o primeiro que ê arbitrario, obtêm-se:
n A^(z-£) n
T.(z,y) = Aj + E a!c 3 £ Ci-iVy) (3*53)
0 j=l 3 i=0 13 1
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se que Ag = T^, consequentemente:
Aplicando a equação (3.59) em z = °°, obtém-
. 4*
n + A- (z-£) n
T3(z,y) = Tro + ,S_Aie Z C±. V. (y) (3.60)
=1 .3
As equações (3.58) e (3.60) serão escritas nu­
ma forma mais adequada como a seguir:
Ti(z,y) = Z AT e j fT(y) (3.61)
j=0 3 J
(y) (3.62)
onde,
F,Cy) = z Ci .vi 
j i=0 1
n
Cy)
FjCy) = 2 c+ <  Cy) 
J 1=0 1J
As equações (3.61) e.(3.62), representam as 
distribuições de temperaturas nos subdomínios e D3 respectiva 
mente. Nestas equações, os coeficientes AT e At são desconhecidos,
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tornando-se necessário determinar uma expressão que possibilita 
a sua solução. Para isto, devem ser calculadas as derivadas com 
relação a z, das equações (3.61) e (3.62), e aplicá-las em
z = 0 e z = SL respectivamente. Posteriormente, substituir a deri 
vada obtida de (3.61) na condições de fronteira (2.21) e a deri 
vada obtida de (3.62) em (2.33), obtendo-se as seguintes rela­
ções:
3z
T2(y,z)
n
3D24
E A.X.F,(y) 
j=0 3 J J
(3.63)
t 2 ( y » z ) (3.64)
Multiplicando-se (3.63) e (3.64) por F^  (y) e 
+ ~
(y) respectivamente, em ambos os lados destas equações, e inte 
grando-as em relação a y, no intervalo (-1,1), obtém:
-i 3 z
n
3D24
Fk (y)dy = f _ 1 AjXjFj (y)Fk(y)dy (3.65)
/
1 2 (y, z)
-1 9z 3D22
(3.66)
5 2
com k = 1 n.
neste caso, todos os coeficientes de (3.61) e (3.62) são conheci^ 
dos, consequentemente, as distribuições de temperaturas nas re­
giões e são conhecidas.
método variacional, é dado pelo numero de sequências que são in- 
cluidas na série estabelecida para a obtenção das distribuições 
de temperaturas. Neste caso, quanto maior for n nas equações (3.61) 
e (3.62), maior será a precisão nas distribuições de temperatura.
3.4. Discretização da equação da energia para a placa.
A equação (2.11), juntamente com as equações
(2.12) e (2.13) descreve o problema térmico para a placa conduto 
ra (isto é, a placa superior em 0 < z <£). Estas equações serão 
transcritas a seguir:
A precisão da discretização apresentada pelo
= q + 6 ---j
dz
(3.67)3y
com,
(3.68)
e
53
(3.69)
As equações (3.67) a (3.69) serão resolvidas 
pelo método de diferenças finitas. Para isto, a placa condutora 
serã dividida em elementos de ãreas, conforme a figura abaixo.
• • • • • • » • • • • •
1
I—1 
1 
1 
1 1 2 3 nl n^ +l
Figura 3.2.
onde n^ ê o numero de pontos na placa condutora e -1 e(n^+l) são 
pontos fictícios, utilizados como artifício para que seja possí­
vel aplicar a equação (3.67) na forma discretizada pelo método 
tle diferenças finitas, nos pontos das extremidades da placa con­
dutora.
-------------------- Aplicando-se o método de diferenças, finitas __
nas equações (3.67) a (3.69), obtém-se:
<^210  ^ D
— = (Ts(j+1) - 2 T S(5) + Ts(j-1)) , (3.70)
Az
com,
Ts a )  - Ts (-1) = 0 (3.71)
e
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W 1) - T^n,) = 0  (3.72)
ou em uma forma mais adequada, conforme abaixo:
3T
-^~(j)=q(j)+-^ (Ts (j +1) - 2 Ts(j) + Ts (j-1)), j = 2,... ,nr l 
A z
(3.73)
3Toi o
_|i(l)=q(j)+_Í*_ (Ts (2) -TS(D), j = l  (3.74)
■ Az
3T
-gf^Cnj)“ q(j) + -^2 ( ^ ( ^ - 1) - Ts (ni)) , j = n 2 (3.75)
A z
Os coeficientes do sistema de equações expressos por (3.73) a
~(3T75)r"formam uma "matriz singular, portanto, este” sistema de e-
quações apresenta infinitas soluções. Neste caso, na solução do
problema, as equações (3.73) a (3.75) serão substituidas nos lu- 
3T f i )gares de 2 1 ' contidos nas equações discretizadas pelo meto-
3y
do de equações integrais.
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3.5. Resumo do Problema discretizado
0 problema térmico a ser resolvido, consti­
tui num acoplamento de quatro regiões distintas: a região descri^  
ta pela placa condutora, e as regiões , D2 e , que compõem a 
região D, estabelecida para determinar os parâmetros de troca de 
calor. As regiões D-p D2 e estão conectadas através das condi^  
ções de contorno dadas por (2.21),-(2.26), (2.28) e (2.33) que 
garantem a continuidade da distribuição de temperatura ao longo 
de toda a região D, enquanto que a conexão da distribuição detem 
peratura do fluido com a distribuição de temperatura da placa a- 
quecida ê dada pela equação (2.25).
0 problema definido para a região D2, foi di£ 
cretizado pelo método de equações integrais, obtendo-se as equa 
ções (3.24), (3.26), (3.28) e (3.30) aplicadas nas fronteiras do 
domínio e (3.22) e (3.32) aplicadas no domínio. As equações apli^  
cadas‘na~fronteira~do~domínio D2, associadas âs condições de“con 
torno dadas por (2.25) a (2.28), e as equações (3.73) a (3.75) e 
(3.32); constituem um sistema de equações independentes, que po­
dem ser resolvidas simultaneamente ou iterativamente, obtendo-se 
como solução os seguintes parâmetros: ^ 2 2 ' ^21’ ^ 2 2 ' ^23’ 9^24
e aT2(y’z^
9y
Para o problema definido pelas regiões e
Dj, foi aplicado o método variacional, obtendo-se as equações
(3.61) e (3.62), que representam as distribuições de temperaturas 
nestas regiões respectivamente, e as equações, (3.65) que forne 
ce os coeficientes A. e (3.66) que fornece os coeficientes A^.
J J
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A sequência lógica para a solução do proble­
ma, ê estabelecida, de modo que inicialmente devem ser admitidos
 ^ grj,
os parâmetros T22’ T24 e __- ’ Para obter a solução do sistema de
9 z
equações composto por (3.24), (3.26), (3.28) e (3.30), pelas con 
dições de contorno (2.25) a (2.28) e pelas equações (3.73) a 
(3.75). Através da solução deste sistema, encontram-se ^ 2 1 * ^ 2 1 ’ 
3T22’ T23 e 3T24, que associadas aos parâmetros admitidos inici­
almente e as condições de contorno dadas por (2.26) a (2.28), ob 
têm-se o novo para o problema. Substituindo-se 3T22 e 3T24
em (3.66) e (3.65) respectivamente, obtêm-se os coeficientes aT 
e Aj. Calculados estes coeficientes, podem ser obtidas as solu­
ções de (3.61) e (3.62), que aplicadas nas fronteiras 91^2 e ^ 24’ 
encontram-se as novas T22 e T^4 respectivamente, através das con 
dições de encontros (2.26) e (2.28). Com os valores admitidos i- 
“hicialmente recalculados, torna-se a repetir o processo atê que 
haja convergência do problema, cujo critério utilizado para de­
terminar a aproximação desejada, constitui no procedimento de
comparação entre as variáveis calculadas na última e penúltima i 
teração. Posteriormente, com os parâmetros finais calculados, po 
de-se conseguir a distribuição de temperatura em toda a região 
D, através de (3.22), (3.61) e' (3.62).
3.6. Número de Nusselt
0 número de Nusselt, representa a relação en 
tre o gradiente térmico proximo a parede do solido, e a diferen­
ça entre a temperatura da superfície e a temperatura média de
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mistura. Portanto, pode-sé obter o número de Nusselt, fazendo 
um balanço térmico local na superfície de troca de calor (302^)» 
que resulta na seguinte expressão:
h ’ CT*2i - T£)..= K
3T*
f 3n* 3D
(3.76)
21
onde h 1 é o coeficiente de troca de calor por convecção eT£(z*)ê 
a temperatura média de mistura, definida por:
O*) =
•^ *U* (y*)T* (y* ,z*) d A* 
fAieU*(y*) dA*
(3.77)
adimensionalizando-se (3.76) e (3.77), através dos grupos adimen 
«ionais expressos por (2.5) a (2.10), (2.28) e (2.34), resulta:
h'(T21 - Tk) =
Kf 3T2
h* 3n 3D21
(3.78)
AU(y)T(y, z) dA 
Tb ^U(y) dA “ (3.79)
reorganizando-se a equação (3.78), conforme segue 
3T,
h 'h * Bn 3D21 
Kr
CT2r V
(3.80)
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e lembrando-se da definição do número de Nusselt, resulta: 
3T2
3n
21 'b-
8D21
N (z) = -------- (3.81)
U CT71-T.)
3.7. Temperatura no infinito
A temperatura no infinito, para o problema 
proposto, pode ser obtida fazendo um balanço de energia ao longo 
da região D, mostrada pela Figura 2.1, obtendo-se
3T*
■'0 - T $  dz* " - ” cp Cl - TJ) (3.82)
onde,
m = pU*(2h*)
adimensionalizando-se a equação (3.82) através dos grupos adimen 
sionais definidos por (2.5) a (2.10), (2.18) e (2.34), resulta:
p ^21
■í) - i r  dz = ' m cp T» (3'83)
multiplicando-se a equação (3.83) por (1/K^) em ambos os lados 
da equação, resulta:
onde,
Pe -
m C pC U* Dh
2 = P mK, K,
A equação (3.84) pode ser escrita em uma forma mais adequada, 
mo segue:
onde,
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4. APLICAÇÃO DO MÉTODO NUMÉRICO AO PROBLEMA
Nos capítulos anteriores foi apresentado um 
problema físico, e um esquema numérico que possibilita obter a 
sua solução. Nesse problema, foi levado em consideração a condu­
ção axial de calor no fluido e na parede, para um fluxo laminar, 
num problema de Graetz em placas paralelas, cuja superfície ex­
terna da placa superior, na região 0 < z < l (ver Figura 2.1, Capí 
tulo 2), é aquecida por um fluxo de calor especificado.
A condução axial de calor no fluido exerce 
uma influência considerável quando o
número de Prandtl ê pequeno (isto, porque torna-se difícil obter 
escoamentos laminares com P > 100, o que possibilita desprezar a 
xondução axial de calor) . A condução axial de calor na parede , 
altera o fluxo de calor local que ê absorvido pelo fluido, conse
quentemente, mudando a distribuição de calor que ê admitido__ no_
mesmo. Desta forma, os parâmetros de troca de calor são alterados, 
quando se considera esses fatores.
O método numérico que será utilizado para a 
solução do problema definido pela região D, conforme a discreti- 
zação apresentada anteriormente, constitui uma combinação entre 
os métodos numéricos de equações integrais e variacional. Tal 
procedimento, teve como objetivo verificar o comportamento do 
método de equações integrais, unido com o método variacional.
Portanto, no problema a ser resolvido, espe­
cial destaque deve ser dado aos parâmetros que caracterizam a
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condutância na parede e a condutância no fluido, assim como, ao 
método numérico utilizado para a solução do problema. Neste caso, 
os seguintes fatores bãsicos devem ser analizados:
a) 0 comportamento do método numérico utilizado na solução.
b) A influência do parâmetro que governa a condução axial de ca­
lor no fluido (P ).e
c) A influência do parâmetro que governa a condução axial de ca­
lor na parede (3).
Para tal analise, o estudo serã efetuado na 
geometria apresentada na Figura abaixo, semelhante a Figura 2.4 
do Capítulo 2, cujas condições de contorno são especificadas a- 
través das equações (2.20) a (2 . 23), (2 .25) a (2.28) e(2.30) a (2.33). 
Portanto, a região a ser considerada, juntamente com as condi­
ções de contorno do problema é a seguinte:
Figura 4.1
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onde Tot é definida pela equação (3.85), isto ê:
T„ " (4.1)
e
As equações (3.73), (3.74) e (3.75) expressam 
3T2i
os valores locais de —v -- em funçao de valores locais de T .Porày 5 s —
tanto, se substituir a condição de contorno dada por (2.25) nas 
equações (3.73), (3.74) e (3.75), resulta:
3 T
■-§7^0) =q(j) +-§2Cr21(j+l) - 2T2i Cj D +T21(j-1)), j =2,nr l
A z
(4.2)
3T
-g|i(l) =q(l) (Tn (2) -T21(D) (4.3)
7 Az
ou
3T
- ^ ( n j )  =q(ni) --^2 (T21(ni) - T21(nr l)) (4.4)
Nas equações (3.22), (3.24), (3.26), (3.28), 
(3.30) e (3.32), obtidas no capítulo anterior, são substituídas: 
a função de Green fundamental e sua derivada com a relação a nor 
nal, definidas pelas equações(A-10) e (A-16) respectivamente, as- 
sim como, as condições de contorno especificadas na região D2 da 
figura 4.1 ou pelas equações (2.26) a (2.28) e a condição de con
6 3
torno especificada por (4.2), (4.3)-e (4.4). Posteriormente, es­
tas equações são escritas na forma matricial, de modo que (3.24), 
(3.26), (3.28) e (3.30) são aglutinadas numa única matriz. Por­
tanto , resulta:
mj
G22m-imj
G 2 3 • mj
G24m;mj
(AG)31 .  ^ J mj
(AG)32mj
(AG) 34mj
G41m;mj
G42m-imj
G43mVmj
G44 . mj
{cT21>j}
{(9T2Ímj  
{ tT23Jj } 
(C3T24^ }
(AG) 21^
T
CiG)24mj j
(AG)4imj
(AG)42m.
CAG)43mj
{CT22>j 
{ ( V j  1
e
+
(GA) 01 ..U. w  mj j
(GA)02 ..U. J mj j
(GA)03 ..U.1 ; mj j
(GA)04 ..U mj
3T7
CG11m p
r '
CG12m P
£G13m P
<q(j) >
_CG14m P .
(4.5)
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w w -
‘[S10mj] í(A<3I0ríj]]CG20]ivj ][ (AG) 20^ ][ (AG) 30mj
« T 21>j
l W 22)j
« T 22>j
<(T 23)j
{ O T ^
í(T24)j
3T.
- peC(GA500mj •“j K c - s r y  " [G1Vj]íq(:n} (4.6)
[[I] + Pg[3 CGA)00mj .Uj]
3T-
[[3SK)a:j>§CAG)10nl:j]][SG20nl:j]C3(AG)20nl;j][3(AG)30]I1:j][3G40m:j][3(AG)40mj]
'{tT :u)j 
(PT 22lj
^  T 22)
^  T 2 $  
{(3T24)
U t 24)
•C3G10mj]{q(j)} (4.7)
para as equações acima,
Sli”>j ' C^ K G 1W l )  -2Glimj
se j = 1
SJm l ' C A ) C G l i m2 - Gliml) ,  1 = 0 ........ 4
Li ía
se j =
S)mnl^Ãz^) Cfillm(ni-1) " Gllm n 1 '^ i = 0 ---
3S1%  ■ - 2801V  + ^ V j
se j = 1
8S1%  “ C^ 2} (3G10m2 - SG10ml) 
se j = n1
t
para as equações acima,
66
= a matriz identidade
G£imj’ CAG)£imj’ 3G n mj’' 8CAG)£imj> ^ l i mj e 9CGA)£imj > c°m 
Z e i = 0,...,4, m = l,...,n^ e j = l,...,n^ , são núcleos, cu­
jos índices Z e i , especificam a fronteira da região D2 ou 
a região onde estão situados os pontos nodais wj e wm respec 
tivamente. Onde,
, (w _-w! ).n’
(AG)£im = - / dsCW) (4.9)
J 21)j |w-w![
m 3
------------- < * n r
m  j  1
(GA)Ximj = - /AA £n[wm-wj [ ds(w’) , (4.12)
e
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3 (GAm mj = .A-  C- i A/ n I « m-"jl ds (w ')j  (4 .13)
Os nücleos definidos pelas equações (4.12) e
(4.13), podem ser transformados de integral de ãrea em integral 
de linha, conforme a equação (A-27), como segue:
(GA)£1mj = - Jü  (fA ínlw^-wjldsCw') - A(AAj)) (4.14)
3(GA)£imj = { - ^  ( / £n|wm-wj|dS(w’) -AÍAAj))) (4.15)
As soluções analíticas para os núcleos ex­
pressos pelas equações de (4.8) a (4.11) , (4.14) e (4.15), encon 
tram-se definidas no apêndice D, através das equações (D-14) e 
de (D-27) a (D-34) .
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Pelo método variacional, no procedimento a- 
presentado no capítulo anterior, foram encontrados as equações
(3.61) e (3.62) que estabelecem as distribuições de temperaturas nas 
regiões Dji e respectivamente, assim como, (3.65) fornece os 
coeficientes Aj contidos na equação (3.61) e (3.66) fornece os 
+
coeficientes A^ contidos em (3.62).
Substituindo (.5.2) em (4.71), e transcreven­
do as demais, resulta:
Ti Cy > z) = I A. e FT (y) 
j=0 3 3
(4.16)
7 n X. (z-l) ■ .
T3(y,z) = (/-) , l . q + Z Ate J fT (y) (4.17)
° *e j=l 3 3
l,-„-
■f1 J _  T2 (y ’ z) I 3 D o / k íy)dy = 2 Ai /-1xiFi (y)FkCy)dy,
-1 3z L * 24 j=0 3 1 J ] K
________________________ ________ ___________________(4.18)
,1 _3_ TjCy.z) U D Fj(y)dy = E (y)F*(y)dy (4.19)
3z z 22 K j=l J 1 J J K
onde,
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n _
FjCy) = l CT f (y), com j = 0,.,.,n
3 i=0 1J 1 
+ n + 
F.: Cy) = Z C.-ü'. Cy). com j = l,...,n 
J i=0 1J 1
Nas equações C4.18) e C4*19), as soluções dos 
termos antes da igualdade são obtidos numericamente pelo método 
de integração de simpso, e as integrais contidas nos termos apos 
a igualdade, são obtidos conforme as equações (E-13) e (E-14) , 
(apeêndice E).
A sequência de funções (y) , foi escolhida, 
de modo que satisfaça as condições de contorno em y = 1 e y = -1, 
sendo que, tais funções são dadas pelas seguintes relações:
^Cy) = cos Cin ), i = 0,,..,n C4.20)
Os sistemas de equações (3.42) e C3.43), se­
rão transcritos a seguir:
[H] {a+} - [A]{áf} - [B]{a+} = {0 }
[H] {a" } - [A] {a"} - [B] (a~ } = { 0 }
onde,
= /^cosCilT ) cos Cjn )dy (4.23)
C4.21)
C4.22)
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Aij = ^1iPeU(y)cosCin'ÍZr ^  )c°5 ) dy (4.24)
B. .
i J /_11sen(in-^ii)sen(jn-^ii)dy (4.25)
As soluções de (4 .23), (4.24) e (4.25) 
encontram-se apresentadas no apêndice E, através das equações 
(E-l) a (E-12).
Aos sistemas (4.21) e (4.22), esta associado 
o seguinte problema de autovalores:
det [x [I] - [Q]T [S] [qf (4.26)
onde,
[S]
M  [B]
[B] [0]
e Q é uma matriz, cujas colunas constituem uma base de vetoresor 
tonormais em relação a matriz R, sendo que:
[R] -
[H] [0] 
[0] [B]
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Para as matrizes acima, R e S, deve ser leva 
do em consideração a redução da dimensão do problema pela suprej; 
são da linha (n+2) e da coluna (n+2), devido a singularidade a- 
presentada pela matriz B,
Para a solução de (.4.26), utilizou-se o meto 
do de Gram-Schmith para a obtenção da matriz Q, enquanto, que o 
método de Jacobi foi utilizado para a determinação simultânea dos 
autovalores e autovetores.
Como pode ser notado, para a solução do pro­
blema, ê necessário seguir uma sequência de calculo. Esta sequên 
cia é esquematizada através de diagramas de blocos, como apresen 
tado abaixo, para uma melhor visualização do problema.
Início
Admite valores para as matrizes-3T.P 22
{T24} e 3 z
Resolver o sistema de equações dado 
por (4.6), obtendo {T21K  O T 22K  íT23^ 
e {3T24 }
Resolver o sistema de equações dado 
por (4.18) e (4.19), obtendo A^  e At
Resolver as equações dadas por (4.16) e 
(4.17) aplicadas em 3D24 e 3Ü22> respec 
tivamente, obtendo o novo {T24} e {T22}
Resolver 0 sistema de equações dado
por (3.7), obtendo 0 novo 9T2
3z
Resolver (4.6), 
obtendo T2(y,z)
Resolver (4.16) e (4.17), 
obtendo T^(y,z) eTj(y,z)
(  Flm )
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Na região D2, as equações integrais foram di£ , 
cretizadas, conforme apresentado no Capítulo 3 (item 3.2), de 
conformidade com figura 3.1. Para a discretização do contorno, fo­
ram usados 100 pontos nodais, sendo: 30 em 9D2 ,^ 20 em 9Ü22, 30 
em 3D23 e 20 em 3D24, e como consequência, a região apresenta 600 
pontos nodais.
O sistema de equações dado (4.6) ê da ordem de 100x100; 
os dados por (5.17) e (5.18) são da ordem 13 x 13 e 12 x 12 respec­
tivamente, e finalmente, o fornecido por (5.5) é da ordem de 
600 x 600.
0 sistema de 100 x 100 e resolvido simulta­
neamente, calculando-se a inversa dos núcleos, pelo fato destes 
serem constantes. Isto, apresenta a vantagem que nas iteraçõespo£ 
■teriores a primeira, basta simplesmente multiplicar a matriz in­
versa pelo vetor independente recalculado,
__ _____ ___ __ 0 sistema 600 x 600 ê resolvido simultaneamen
te em blocos de 30 x 30, calculando-se também a inversa destes 
blocos de matrizes, pelo fato de que os núcleos que formam os 
coeficientes da matriz (600 x 600) serem constantes, apresentan­
do, neste caso, a mesma vantagem citada anteriormente. Para os 
demais sistemas mostrados no diagrama de blocos, estes foram re­
solvidos simultaneamente, em cada iteração executada.
Ainda deve-se ressaltar, que na obtenção dos 
núcleos que compõe as equações integrais foi aplicada a proprie 
dade simétrica apresentada por estes, tornando possível uma eco­
nomia de tempo e principalmente de memória de computador.
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0 programa foi escrito em FORTRAN IV e pro­
cessado no computador IBM 4341, com um tempo dispendioso que de­
pendendo do valor de Pe e 3 assumido, variava entre 10 e 40 mi­
nutos. Sob o ponto de vista computacional, para o presente pro­
blema, o método equações integrais apresenta desvantagens em re­
lação aos métodos de diferenças finitas e elementos finitos, por 
que de tais métodos derivam-se sistemas de equações lineares 
cujas matrizes são esparças, portanto, dispendem de menor tempo 
de computação para a solução do sistema linear.
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Inicialmente,foi resolvido o problema anulando 
-se o fator que caracteriza a condutancia térmica axial na parede 
($), de modo que o problema de transmissão de calor ficou reduzi­
do ao caso em que são considerados os seguintes fatores: escoamen 
to laminar, fluxo de calor prescrito e condução axial de calor so 
mente no fluido, para a geometria apresentada na Figura 2.1.
Este problema foi resolvido analiticamente por 
Burchil et al [12.|, que abordou a influência da condução axial de 
calor no fluido em escoamento laminar não viscoso num espaço anular, cuja por 
ção inicial do duto, de comprimento infinito, ê isolada; as super 
fícies da parede interna e externa da parte intermediaria, de com 
primento finito, são aquecidas por fluxos de calor uniformes; e a 
porção final de comprimento finito, também ê isolada.
Dentre as soluções obtidas por estes pesquisa
-----dores, encontra-se a solução para o caso em que somente a superfí^
cie da parede externa é aquecida, e no caso limite, quando a rela 
ção entre os raios da parede externa e interna ê igual a 1, o que 
caracteriza como um problema de placas paralelas e ê equivalente 
ao problema aqui abordado quando $ = 0.
A Figura 5.1 mostra as curvas para a tempera­
tura da superfície da placa aquecida e para a temperatura mêdia 
de mistura, obtidas neste trabalho e por [12|. Deve-se salientar 
que as variáveis apresentadas na Figura 5.* 1, por questões práticas 
encontram-se mostradas na forma adimensionalizada apresentada por 
|1 2|.
5. RESULTADOS
As relações entre os grupos adimensionais a- 
presentados neste trabalho e os grupos adimensionais apresentados 
por [ 12 [, estão mostrados no Apêndice F.-
Figura 5.1 - Distribuição da temperatura da superfície da 
placa aquecida e da temperatura media de mis­
tura, obtidas neste trabalho e obtidas em 112[.
Pode ser visto através da Figura 5.1, que se 
comparados os resultados apresentados pelas curvas da temperatura 
da superfície aquecida, verifica-se que a mãxima discrepância en­
contrada ê de 71, enquanto que se comparados os resultados mos­
trados pelas curvas da temperatura média de mistura, a mãxima dis^  
crepância observada ê de 4$. Neste caso, ê verificado uma diferen 
ça mais acentuada entre as curvas da temperatura da superfície a- 
quecida do que entre as curvas da temperatura média de mistura.Es^ 
ta discrepância ocorre devido ao fato de que nas soluções obtidas 
por [12|, foi considerado escoamento sem atrito, ao passo que nes
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te trabalho foi assumido perfil de velocidade parabolico; conse­
quentemente, a medida que os pontos se aproximam das placas, o er 
ro torna-se mais acentuado.
Fisicamente, este fato pode ser compreendido, 
verificando-se que ao assumir o perfil de velocidade parabolico , 
as camadas de partículas do fluido apresentam velocidades que di­
minuem gradativamente ao se aproximarem da parede do duto. Neste 
caso, o efeito da condução axial de calor no fluido é mais inten­
so na região próxima da parede e menos intenso na região central 
do duto, de forma que maior quantidade de calor se difunde para 
a região a montante da secção aquecida na região próxima a parede 
do que na região central do duto.
Nas Figuras 5.2 - 5.4 são mostradas as dis­
tribuições das temperaturas das placas superior e inferior e tem­
peratura média de mistura, para P =2,4 e 8 respectivamente, sob 
as condições de fluxo uniforme sobre a placa aquecida e desprezan 
do-se a condução axial de calor na parede (g = 0). ____
* 9 0  -7. 0 - 5 0  - 3. 0 - l . o 1.0 3 0  5 0
z
Figura 5.2 - Distribuição de temperatura da placa superior,da 
placa inferior e da temperatura média de mistura.
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Figura 5.3 - Distribuição de temperatura da placa superior , 
da placa inferior e da temperatura média de mi£ 
tura.
Figura 5.4 - Distribuição de temperatura da placa superior , 
da placa inferior e da temperatura média de mistu­
ra.
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Nestas Figuras (5.2 a 5.4), observa-se que 
da placa superior, Tw da placa inferior e crescem na região 
a montante da secção aquecida para valores maiores que o valor ad 
mitido para a temperatura na região de entrada do duto (zero), na 
medida em que z cresce. A temperatura da placa superior atinge um 
valor máximo na região próxima ao centro da secção aquecida e de­
cresce deste ponto até a jusante para o valor da temperatura na 
saída do duto (T^), enquanto que Tw da placa inferior e conti­
nuam a crescerem até atingir o valor de na região a jusante da 
secção aquecida.
0 aquecimento do fluido na região z < 0, ocor­
re em consequência da condução axial de calor no fluido nesta re­
gião. O fato de da superfície aquecida crescer mais acentuada- 
mente do que e Tw da placa inferior, ocorre devido ao efeito 
4a condução axial de calor ser mais intenso na região próxima a
parece, como explicado anteriormente. Neste caso, T da placa su-w
perior atinge um valor máximo préximo ao centro da secção aqueci­
da, gerando um gradiente axial de temperatura negativo a partir 
deste ponto de máxima temperatura até a região a jusante da sec­
ção aquecida.
0 crescimento de T na placa inferior ê menorw r
que o crescimento de na placa superior, devido ao fato de que 
na região central do duto, o efeito da convecção axial de calor sc) 
brepõe-se ao efeito da condução axial. Neste caso, grande parte 
da energia térmica absorvida pela massa de fluido contida na re- 
gião central do duto, é transportada no sentido da região a jusan 
te da secção aquecida, e uma pequena parte desta energia se difun
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de para as camadas de partículas próximas a parede da placa infe­
rior e para a região z < 0.
A Figura 5.5 mostra as temperaturas médias de 
mistura para Pe = 2, Pg =4 e Pe = 8, também para fluxo uniforme so­
bre a placa aquecida e condução axial de calor na parede desprezí^ 
vel (3 = 0).
z
Figura 5.5 - Distribuição de temperatura média de mistura pa 
ra Pe=2 , Pe = 4 e Pe = 8 .
Nesta figura, verifica-se a variação dos efel 
tos da condução axial de calor no fluido em função do número de 
Peclet. Nota-se que para P =2, a curva de temperatura média de 
mistura (T^ ) inicia seu crescimento em relação a temperatura admi^  
tida na entrada do duto (zero), na posição axial z =-9; para P =4, 
o aumento de começa na posição axial z = -3, assim como, para
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Pe = 8, Tjj inicia-se o crescimento na posição axial z = ~ l .  Este fa 
to caracteriza que a medida que o numero de Peclet decresce, o e- 
feito da condução axial de calor no fluido aumenta.
As Figuras de 5.6 a 5.8 mostram as distribui­
ções de temperaturas nas placas superior e inferior e da tempera­
tura media de mistura, com condução axial de calor nula na parede 
(3 = 0), e com fluxo de calor variavel sobre a superfície externa 
da placa superior. A media deste fluxo ê igual a media do flúxo de 
calor uniforme considerado nas Figuras 5.2 a 5.5.'
Nas curvas destas figuras, observa-se uma va­
riação dos valores locais das temperaturas (T da placa superior, 
Tw da placa inferior e T^), em relação as temperaturas obtidas pa 
ra um fluxo de calor uniforme, mostrado nas Figuras de 5.2 a 5.4. 
Este fato ocorre devido a variação local no coeficiente de troca 
3.e calor h', quando se muda a intensidade pontual do fluxo de ca­
lor sobre a secção aquecida, apesar do fluxo médio ser a mesma.
__________ ____T------------------ :------------------------ 7------
3 6 I
3. 2 
2.8 
2. 4 
20 
1.6 
1.2
0.8
0. 4
0. 0
Z
Figura 5.6 -Distribuição de temperatura da placa superior,da 
placa inferior e temperatura media de mistura.
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Figura 5.7 -Distribuição de temperatura da placa superior,da 
placa inferior e temperatura média de mistura.
T
Z
Figura 5.8 - Distribuição de temperatura da placa superior,da 
placa inferior e temperatura media de mistura.
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As Figuras 5.9 e 5.10 mostram o numero de Nus_ 
selt para fluxo de calor uniforme e flux-o de calor variável res­
pectivamente, cujas médias para o fluxo de calor uniforme e o flu 
xo de calor variável são iguais, e em ambos a condução axial de 
calor na parede foi desprezada (6 = 0).
Na Figura 5.9, verifica-se que o numero de Nus 
selt decresce da entrada da secção aquecida até aproximadamente ao 
centro, e volta a crescer do centro atê a saida desta secção. Tal 
fato se verifica devido ao efeito da condução axial de calor no 
fluido sobre as temperaturas da superfície aquecida (T ) e media 
de mistura (T^), que pode ser observado através das Figuras 5.2 a
5.4.
Nestas Figuras (5.2 a 5.4), verifica-se que 
Tw da placa superior aumenta em relação a temperatura na entrada 
db duto (zero), mais acentuadamente do que , quando z cresce;is 
to da região a montante até aproximadamente ao centro da secção 
aquecida (devido ao fato já explicado na_ análise das Figuras__ 5.2 
a 5.4), de modo que (T - T^) sofre uma variação crescente nesta 
região do duto. Na região do ponto de máxima temperatura da placa 
superior ate a jusante da secção aquecida, decresce mais nota- 
damente do que cresce , de forma que (Tw - T^) diminui nesta re­
gião do duto.
Como o fluxo de calor na secção aquecida é u- 
niforme, a variação do numero de Nusselt mostrada pela Figura 5.9 
ê compreensível,se observamos a definição ,deste número dada pela 
equação (3.81) .
Na Figura 5.10, onde o fluxo de calor sobre a
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superfície da secção aquecida é variável, verifica-se o mesmo e- 
feito observado para o caso de fluxo de'calor uniforme. Entretan­
to, os valores do número de Nusselt no início da secção aquecida 
são menores do que os valores no início da secção aquecida no ca­
so de fluxo de calor uniforme (conforme Figura 5.9). Além disso , 
na Figura 5.10 verifica-se que o valor do numero de Nusselt de­
cresce a partir do início da secção aquecida atê proximo a saída 
desta secção, enquanto que na Figura 5.9 verifica-se que o valor 
do número de Nusselt diminui do início da secção aquecida atê a- 
proximadamente ao centro. Assim sendo, conclui-se que o coeficien 
te de troca de calor por convecção local (h ’) , sofre uma substan­
cial variação quando se estabelece um fluxo de calor uniforme ou 
um fluxo de calor variável sobre a secção aquecida.
Nas Figuras 5.9 e 5.10 pode também ser obser­
vada á variação do número de Nusselt em consequência da variação 
do número de Peclet. Este fenômeno pode ser compreendido, pelo fa 
to de que a intensidade da condução axial de calor no fluido de­
pender diretamente do número de Peclet. Variando o número de Pe­
clet, a diferença de temperatura . (Tw - T^) ê alterada e em consequên 
cia o número de Nusselt também sofre alteração como pode ser ob­
servado através da equação (3.81).
»
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Figura 5.9 -Numero de Nusselt local, para Pg =2, Pg =4, e 
Pg = 8, desprezando a condução axial de calor na 
parede e para fluxo de calor uniforme (q = 1).
Figura 5.10 - Número de Nusselt local* para P =2, P = 4 e 
P = 8, desprezando a condução axial de calor na 
parede, e fluxo de calor incidente sobre a su­
perfície da placa superior variável (q=l).
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As Figuras 5.11 a 5.13 representam a distri­
buição do fluxo de calor absorvido pelo.fluido por convecção na 
interface parede-fluido, em função da condução axial de calor na 
parede 3 e da condução axial de calor no fluido P , para um fluxo 
de calor na superfície externa da placa aquecida uniforme. Em ca­
da Figura, os resultados são apresentados para um certo número de 
Peclet fixo e num certo intervalo de valores do parâmetro 3, com 
o objetivo de observar a interrelação entre as varias curvas apre 
sentadas para vários valores de 3.
0 principal fato observado através destas Fi­
guras , ê a substancial quantidade de calor absorvida pelo fluido 
por convecção nas extremidades da secção aquecida. Pode ser veri­
ficado que esta quantidade de calor aumenta com o crescimento do 
parâmetro de condutância de calor na parede e decresce com o 
aumento do número de Peclet; isto na vizinhança de z = 0. Na vizi^  
nhança de z = l , o fluxo de calor absorvido diminui quando 3 cres 
ce e aumenta quando P cresce (para 3 > 0).
Este comportamento ê explicado pela existência 
de condução axial de calor no fluido e na parede. Pode ser obser­
vado através das Figuras 5.14 a 5.16, que ao aumentar o fator 3 
ou diminuir o fator P , aumenta-se a condução axial de calor nov
fluido na região a montante da secção aquecida. Em consequência 
disto o ponto de maxima temperatura da superfície da placa aquec_i 
da se desloca para mais perto da extremidade z = l . Neste caso, ê 
gerado um gradiente de temperatura axial na placa positivo, isto 
da extremidade z = 0 até o ponto de maxima temperatura T , tal que 
parte do fluxo de calor uniforme incidente sobre esta região êcon 
duzido pela placa no sentido de z = 0 e parte ê absorvido pelo
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fluido por convecção. Por outro lado, um gradiente de temperatura 
negativo ê gerado na placa aquecida, do ponto de mãxima temperatu 
ra Tw at® a extremidade z = Z , de formas que parte do calor uni­
forme incidente sobre esta região, ê conduzido pela parede no sen 
tido de z = Z e parte ê absorvido pelo fluido. Assim, maior quan 
tidade de calor se dissipa no sentido de z = 0 através da placa , 
quando 3 aumenta ou Pg diminui, e menor quantidade de calor se 
dissipa no sentido de z = Z .
Observa-se também através das Figuras 5.11 a 
5.13, que as curvas que representam a distribuição do fluxo de ca 
lor admitido no fluido tornam-se mais graduais quando (3 diminui e 
Pg aumenta, e se aproximam do fluxo de calor uniforme especifica­
do na superfície externa da placa aquecida quando B aproxima-se de 
zero e Pe tende a infinito.
o_
z
Figura 5.11 -Fluxo de calor na parede superior para vários 
valores de g e P =2.
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z
Figura 5.12 -Fluxo de calor na parede superior para vários
valores de 6 e P = 4.e
q/q
Figura 5.13 -Fluxo de calor na parede superior para vários 
valores de 3 e P = 8.
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A distribuição axial de temperatura media de 
mistura e da temperatura da superfície aquecida, estão mostradas 
através das Figuras 5.14 a 5.16, para três números de Peclet e pa 
ra diferentes valores do parâmetro de condutância de calor na pa­
rede $. 0 fator de condutância de calor na parede, tem um efeito 
acentuado sobre a distribuição de temperatura no fluido. Este e- 
feito é observado por comparação entre as curvas com 3 > 0 e a cur 
va de 3 = 0 .  A comparação mostra que as temperaturas média de mis_ 
tura e da superfície da parede aquecida, crescem quando 3 > 0, em 
relação âs curvas para estas temperaturas quando 3 = 0 , da região 
a montante até proximo ao centro da secção aquecida. Por outro la 
do, da região central da placa aquecida até a saída desta, as cur 
vas para 3 > 0 decrescem em relação âs curvas para 3 = 0. Este fa­
to pode ser explicado pelo aumento da condução axial de calor na 
p.laca quando 3 aumenta, facilitando a difusão de calor para os ex 
tremos da mesma. Assim, maior quantidade de calor é absorvido pe­
lo fluido nos extremos da placa aquecida, de modo que a condução 
axial de calor no fluido para os extremos do duto ê favorecida.
Nota-se que a elevação sofrida por e da 
parede aquecida quando 3 > 0, em relação a curvas para estas temp£ 
raturas quando 3 = 0, da região a montante até a entrada da sec­
ção aquecida, aumenta quando $ aumenta até um certo limite (no ca 
so da Figura 5.16 verifica-se que as curvas para 3 = 2,5 e 3= 4 
apresentam os mesmos valores locais para Tw e nesta região) .Es^  
te fato pode ser explicado considerando que quando 3 cresce, maior 
quantidade de calor é conduzida para os extremos da placa. Entre­
tanto, a absorção de calor por convecção na interface parede-fluji 
do é limitada pelo número de Peclet.
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A temperatura Tw da parede aquecida, se compa 
rada com , ê mais sensível a variação do fator de condução de 
calor na parede 3. Isto pode ser verificado, obs*ervando-se que nas 
regiões vizinhas d e z = 0 e z = £ ,  as curvas de Tw apresentam uma 
mudança brusca, como consequência da alta intensidade de calornas 
regiões destes pontos e baixa intensidade de calor nas regiões 
dos pontos intermediários.
T
Z
Figura 5.14 - Distribuição axial das temperaturas media de 
mistura e da superfície da placa aquecida pa
*
ra vãrios valores de 3 e P =2.e
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T
Z
Figura 5 .15 - Distribuição axial das temperaturas media de mis^  
tura e da superfície da placa aquecida para vá­
rios valores de $ e P =4.e
T ’
1
Figura 5.16 -Distribuição axial das temperaturas media de 
mistura e da superfície da placa aquecida para 
vãrios valores de 3 e P = 8.
v
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As Figuras 5.17 a 5.19 apresentam a distribui^ 
ção do número de Nusselt, para números de Peclet fixos (iguais a
2, 4 e 8) e para diversos valores do parâmetro de condutância de 
calor 3 •
As figuras abaixo mostram que o número de Nus 
selt apresenta um pico nas regiões próximas as extremidades da 
placa aquecida, cujo valor cresce quando 3 aumenta, se o número 
de Peclet ê mantido fixo. Este fato acontece devido a alta inten­
sidade de calor nas vizinhanças das extremidades da placa aqueci­
da, que aumenta quando 0 cresce, até um certo limite, como expli­
cado anteriormente.
NU
z
Figura 5.17 -Número de Nusselt local para Pg =2 e vãrios va­
lores de 3.
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Figura 5.18 -Número de Nusselt local para Pe =4 e vãrios va­
lores de 3.
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Figura 5.19 - Número de Nusselt local para P =8 e vários va6 ——
lores de 3.
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Ao formular o problema foram caracterizados 
dois objetivos básicos: verificar o comportamento da combinação 
dos métodos utilizados para a solução do problema e estudar a in 
fluência dos parâmetros de condutância de calor axial na parede 
e no fluido.
Na combinação dos métodos numéricos aplicados 
para a solução do problema, foram utilizados o método de equa­
ções integrais e o método variacional; o primeiro um método numê 
rico e o segundo um método analítico.
0 método de equações integrais foi utilizado 
com sucesso em soluções de problemas de engenharia em diversos ra 
mos de pesquisas [3^, onde as condições de contorno são assumi- 
“cias parcialmente. No presente problema, as condições de contorno 
são em geral acopladas em regiões contiguas, envolvendo convec- 
ção no jfluido_e condução._na_parede (placa superior). Na solução —  
do problema, observou-se que a combinação destes métodos, apre­
senta uma melhor convergência quando o numero de Peclet aproxima 
-se de 4 e P aproxima-se de zero. A medida em que Peclet aumenta 
ou diminui, ou então 3 cresce, diminui a velocidade de convergên 
cia do processo numérico utilizado, portanto, limitando a solu­
ção do problema para Pg< 8 e para um certo intervalo de valores
3 que depende do numero de Peclet assumido para a solução do pro 
blema.
Pode-se concluir que o método de equações in 
tegrais apresenta dificuldades em aplicações neste tipo de pro-
6. CONCLUSÃO
blema, pelos seguintes motivos:
i) os coeficientes das equações lineares aplicadas no contorno da 
região D£, são constantes e pequenos, enquanto que o vetor in 
dependente depende do numero de Peclet admitido para o proble 
ma, do gradiente axial de temperatura na região e das tempera 
turas das fronteiras 8D2 2  e ^ 2 4 ’ aumen‘tar o numero de Pe­
clet (acima de 4), crescem os valores dos termos do vetor in­
dependente, gerando instabilidade no processo iterativo, linú 
tando, assim, a convergência do método para um intervalo de 
valores do número de Peclet bastante restrito.
ii) o sistema de equações que define o gradiente de temperatura 
axial na região I>2 , apresenta os elementos da diagonal da ma­
triz com o valor unitário, os elementos fora da diagonal com 
valores em função do número de Peclet e o vetor independente 
em função do gradiente de temperatura e temperatura no contor 
no. Neste caso, quando o número de Peclet diminui (abaixo de 
4), o gradiente de temperatura axial torna-se mais sensível âs 
variações impostas pelo processo de solução iterativa, difi­
cultando a convergência do método.
Para os casos aqui resolvidos, foi observado 
a dificuldade de convergência do processo numérico utilizado. A 
convergência ê lenta, de modo a exigir aproximadamente entre 15 
e 40 iterações, dependendo dos valores de 6 e P utilizados. Ao 
utilizar o método de equações integrais aplicado individualmente 
para a solução do problema, considerando uma malha fictícia de 
tamanho igual ao dobro da malha caracterizada pela região D2 de- 
finida no problema resolvido (neste caso o fluxo térmico é fixa­
do diretamente no contorno), a convergência é rápida necessitan­
do no máximo de quatro iterações.
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0 efeito dos fatores 0 e Pg altera significa 
tivamente o fluxo de calor local na interface parede-fluido, a 
distribuição de temperatura media de mistura e das temperaturas 
das superfícies das placas e número de Nusselt, devido a varia­
ção da condução axial de calor no fluido em função da variação 
destes parâmetros. Em consequência desta influência na pratica a
condução axial de calor na parede ê um fator que deve ser consi-
e*Ks
derado em função da relação $ = e do número de Peclet utili.
zado.
97
BIBLIOGRAFIA
1 KAYS, W.M., Convective heat and mass transfer. McGraw-Hill
Publishing Co. Ltda., New York, 1966.
2 KELLOG, O.D. - foundations of potential theory. Dover Publi­
cations Inc., New York, 1953.
3 JASWON, M.A., e SYMM, G.T. - integration equation methods in
potential theory and elastostatic. Academic Press, London, 
1977.
4 PRATA, A.T., Aplicação do método de equações integrais ao
problema de transferencia de calor em regime Laminar com 
condução e convecção combinadas, Dissertação de Mestrado, 
UFSC, 1981.
5 GROFF, R., Aplicação do método variacional ã solução do pr£
blema de Graetz generalizado, Dissertação de Mestrado , 
UFSC, 198Q.
6 COLLE, S., Princípio variacional para a equação da energia
- aplicação à solução do Problema de Graetz generalizado. 
Trabalho apresentado na UFSC no concurso de professor ti­
tular da cadeira de Termodinâmica, 1980.
7 GELFAND, I.M., FOMIN, S.V., Calculus of variations. Prenti­
ce - Hall, Inc., New Jersey, 1963.
8 CARNAHAN, B. et al., Aplied numerical methods, John Wiley ,
New York, 1969.
9 MEIROVICH, L., Analitical methods in mechanical vibrations,
John Wiley, 1969.
10 SPARROW, E.M. and SIEGEL, R., Aplication of variational me­
thods to the thermal entrance region of ducts. In. J. H. 
and mass transfer, Vol. 1, 161-172, 1960.
11 STAKGOLD, I., Boundary value problems of mathematical phy­
98
sics, vol. II, Macmillan, London, 1972,
12 BURCHILL, W.E., JONES, B.G. and STE-IN, R.P. , Influence of
axial Heat diffusion in liquid metal - cooled ducts with 
specified Heat flux, Journal of heat transfer, pp 283-290, 
august 1968.
13 SPARROW, E.M. and SIEGEL, R. , Application of variational me
thods to the thermal entrance region of ducts. Int. J.H. 
and M. Transfer, vol. 1, 161-172, 1960.
14 SCHNEIDER, P.J., Effect of axial fluids conduction on heat
transfer in the entrance regions of parallel plates and 
tubes. Transactions of the ASME, p. 765, May 1957.
15 SINGH, S.N., Heat Transfer by laminar flow in a cylindrical
tube, Appl. Sei. Res., Section A, vol. 7, pp. 325-340, oc 
tober, 1957.
16 SIEGEL, R., SPARROW, E.M. and HALLMAN, T.M., Steady laminar
heat transfer in a circular tube with prescribed wall heat 
flux, Appl. Sci. Res., Section A, vol. 7, January, 1958.
17 DENNIS, S.C.R., MERCER, A. MacD. and POOTS, G., Forced heat
convection in laminar flow through rectangular ducts, 
Quart. Appl. Math. , vol. XVII, n? 3, pp. 285-297, october, 
1959.
18 HEATON, H.S., REYNOLDS, W.C. and KAYS, W.M., Heat transfer
simultaneaus development of velocity and temperatura fields 
in laminar flow, Int. J. heat and mass transfer, vol. 7, 
pp. 763-781, 1964.
19 REYNOLDS, W.C., Heat transfer to fully developed laminarflow
in a circular tube with arbitrary circunferential heat 
flux, J. of Heat Transfer, pp. 10.8-112, may, 1960.
20 JONES, A.S., Extensions to the solution of the Graetz problem,
Int. J. H. and M. Transfer, vol. 14, pp. 619-623, 1971.
99
21 MICHELSEN, M.L. and VILLADSEN, J., The Graetz problem with
axial heat conduction, I.J.H. and M. Transfer, vol. 17 , 
pp. 1391-1402, 1974,
22 TAY, A.O. and DAVIS, G.DF.V., Application of the finite
element method to convection heat transfer between parallel 
planes, I.J.H. and M. Transfer, vol. 14, pp. 1057-1069 , 
1971.
23 HSU , C.J., Theorical solutions for low-Peclet number ther­
mal - entry-region heat transfer in laminar flow through 
concentric annuli, I.J.H. and M. Transfer, vol. 13, pp . 
1907-1924, 1970.
24 FAGHRI, M. and SPARROW, E.M., Simultaneous wall and fluid
axial conduction in laminar pipe flow heat transfer, J.of 
Heat Transfer, vol. 102, pp. 58-63, february, 1980.
25 COLLE, S., As integral equation approach to the heat tran_s
fer in laminar flow in ducts with axially uniform tempera
•V» J
ture, (a ser publicado) Proc. 3 Int. Conf. Num. Methos 
in Heat Transfer, Seatle, USA, august, 1983,
26 JEFFREYS, M.A.H. and SWIRLES, B., Methods of mathematical
physics, Cambridge at the University Press, 19 72 _ _ _____
27 SOBOLEV, S.L., Parcial differential equations of mathemati­
cal physics, Addison - Wesley Publishing Company, 1964.
10 0
APÊNDICE - A
A-l. A função "Delta de Dirac" - <$(w,w').
Em vãrios problemas físicos, encontram-se fon
tes que apresentam comportamento quase instantâneo (se o tempo 
ê a variável independente) ou quase localizado (se a coordenada 
de espaço ê a variável independente). Para evitar o trabalho in 
comodo, como detalhar o comportamento real destas fontes, intro­
duziu-se o conceito de uma fonte idealizada —  função "Delta de 
Dirac" —  que apresenta um verdadeiro comportamento instantâneo ou 
localizado, simplificando o problema.
4V, gerado por uma fonte unitária concentrado em w'. Também, po­
de-se visualizar <5(w-w') como um limite de uma função contínua 
por partes. Do pressuposto que ô(w-w') é uma fonte unitária con 
centrada em w', deduz-se que:
De modo que, se ip (w) é uma função contínua 
em w = w', por analogia com (A-l), tem-se:
A função <5 (w-w1), representa um potencial em
0 se D não contêm w'
contêm w 1
(A-l)
\p (w) se D contêm w'
0 se D não contêm w'
(A-2)
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A análise matemática da função "Delta de Di- 
rac" esta apresentada com detalhe em 111 I.
A-2. A função de Green
A função de Green associada ao operador La-
placeano ê denominada função de Green fundamental, e satisfaz a 
equação:
- Vg(w,w') = {(w,w') em D- CA-3)
Onde D ê uma região normal em Rn , e ô(w,w') é 
a função "Delta de Dirac", definida pelas condições dadas no item 
anterior.
Conforme 1111 , g(.w,w') pode ser interpretado 
como um potencial eletrostático, em um ponto arbitrário w, como
consequência de uma fonte unitária atuando em w'. Considerando
2 -que o operador V e invariante sob a rotação de coordenadas, tor 
na-se necessário encontrar uma solução para (A-3), a qual depen­
de somente de JRI = |w - w'|, onde:
|w - w'| = C(z-z')2 + Cy-y')2)172 (A-4)
Se considerar D(w-w',R) um pequeno círculo 
centrado em w, com w' e 9D e de raio R, onde 9D ê a superfície de 
D(w-w',R). Isto ê,
10 2
Figura A-l
Para R>0, ou seja, para todo w f w 1 , g(w,w') 
2satisfaz a equação V g(w,w') = 0, que pode ser escrito da seguin 
te forma:
-i- cr 38(y ,) > ■ ° ca-s)
-v Integrando-se duas vezes consecutivas a equa
ção (A-5), esta pode ser escrita como segue:
g(w,w') = £nR + C2, com e C2 constantes (A-6)
Integrando-se (A-3) sobre a esfera D(w-w',R), 
e fazendo R tender a zero, obtêm-se:
lim /n V2g(w,w’)dA(R) = lim /ndiv Vg(w,w')dA(R') = - lim /^(w-w^dACR') (A-7) 
R-^0 R-K) R-+0
Aplicando-se na equação (A-7), no termo an­
tes da igualdade, o teorema da divergência, e no termo apos a 
igualdade a propriedade (A-l) da função "Delta de Dirac", obtêm- 
se:
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lim LVg(w,w'). ndS = - 1 (A-8)
R-0 dD
Considerando-se na equação ( A - 8) que
Vg.n = , obtêm-se:
li- ÍS - - 1 (A-9)
R->0 9B 3n
Derivando-se com relação a normal (A-6), subs 
tituindo-se em (A-9), e considerando que dS = Rde , obtêm-se o 
valor de C^ , e arbitrando C2 = 0, de modo que não causa nenhuma 
consequência, a equação (A-6) pode ser escrita da seguinte mane_i 
ra:
g(w, w 1 ) = - £n(R) (AtIO)
A derivada normal da função de Green pode ser 
calculada, se considerar que:
= Vg(w,W).n' (A-11)
Onde n' é a normal a superfície 8 D no ponto
wV.
Vg(w,w’) = ||-r 1 + l^ -r J , com w ’ = (z' ,y') (A-12)
e
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IRI = |w-w'| = ((z-z')2 + (y-y')2)1/2, (A-13)
Com w = (y,z) e w 1 = (y ', z ')
Da equação (A-10) conclui-se que:
-9-g.(-w-’w.’ = _L .Cz--zl) f A _ 1 4 ')
9 -z ’  2 1 1  I w - w i 2  C A 1 4 )
= J_ S x z x D .. fA-isi3y ' 2n I , 12 IA ibj7 w-w1
Desta forma, substituindo (A-14) e (A-15) em 
4A-12), e posteriormente em (A-ll), obtêm-se
3g (w ,w •). _ 1 (w-w ' ) ,n ’ ___ _____________________rr-rr-v
3"' ( A " 1 6 )
Por outro lado, a derivada da função de Green 
com relação a normal, pode ser expressa em função do angulo V  , 
conforme a figura abaixo.
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x
Figura A.2
De acordo com a figura A-2,
y  = arc tg . (A-17)
como
dS' = dz 1 ï + dy1j
tem-se
dY1 d f d z '  
3S*1" dz' dS'
+ &1L  & L
dy' dS’ C.A-18)
De acordo com (A-17),
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g r  ------- fr-' 2 (A-19)
32 (z ' -z) 2 + (y ’-y)
|1_ = ---Lz_- z>)--- - (A_20)
dy (z’-z)z+Cy’-y)2
Substituindo (A-19) e (A-20) em (A-18), e a- 
grupando os termos, obtém-se:
d y  _ (w'-w) ,n' ris
, r?—  ia-zi)
[w'-wp
onde,
(w-w) = (z'-z)í + (y ’ -y) j
Substituindo CA-21) em (A-16) e considerando
que :_____________________________■----- ------------------ - ----
| W - W  ' | 2 = Jw 1 - W  | 2
Obtém-se
8g(w,w') . _ 1 3f f
9n' 21 ÍA-22)
As equações (A-16) e (A-22) são equações si­
milares que representam a derivada normal da função de Green com
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relação a normal no ponto w'. 0 uso de uma ou outra depende da 
conveniência de cada um.
na construção de equações integrais, ë importante que a equação 
final possua somente integrais ao longo do contorno. Desta forma 
é preciso que a integral da função de Green fundamental na re­
gião, seja reduzida a uma integral de linha. Para isto, ë neces­
sário fixar um sistema de coordenadas polares em w, conforme a 
figura A-3.
Quando se usa a função de Green fundamental
onde, R = |w’-w| 
dA ' = rd'F'dr
Figura A-3
A integral da função de Green ao longo da r£
gião D, torna-se:
/Dg(w ,w’)dA(W) =- ^  /02n /0R r ln (r) dr d Y (A-23)
onde
R = |w1 - w I
Resolvendo a integral com relação a r, ob­
têm-se a seguinte equação:
2
•^jjg (w ,w 1) dA (w ' ) = - Yã R dr (A-24)
Multiplicando e dividindo o segundo termo de 
(A-24) por dS' , e substituindo (A-21), obtêm-se:
(w, w 1) dA (w' ) = - -fgp (£nR - -j-)— — p^-r n dS (w ' )
= ~T •/3Dg (w,w’) (w ’"w) ,n' dS(w ') + jfíjr -^d *n ’ ds(w’)
(A-25)
De acordo com o teorema de Gauss |26|,
■N
A (D) = ~  /aD( w'-w).n,dS(wl) (A- 26 )
Introduzindo (A-26) em (A-25), obtêm-se:
■^)g (w ' )dA(w 1) = -j- /3Dg (w,w ’ ) (w'-w) .n' dS(w') A(D) (A-27)
A equação (A-27) permite que seja calculada 
a integral da função de Green fundamental na região D, através 
de integrais ao longo do contorno, conforme |4|.
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A.3. Propriedades da função de: Green
As funções de Green apresentam algumas pro­
priedades que se caracteriza através de sua prõpria definição ; 
isto ê, como mostrado anteriormente, isola poios por meio de uma 
região infinitamente pequena. Para o caso bidimensional, conside 
ra-se um pequeno círculo envolvendo o ponto w , cuja região serã 
denominada D, e seu contorno 3D, onde r ê o raio do círculo e 
w' e 8D, como na figura abaixo.
81) " : •
Portanto, de acordo com a definição da fun­
ção de Green, as seguintes propriedades são satisfeitas:
i) A simetria da função de Green
g(w,w') = g(w,w') (A-28)
II) lim -C^g (w ,w ') dS (w ' ) =0, w ' e &D 
R+0 dü
(A-29)
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iii) lim /an -^jU- g(w,w ' )dS(w1) = - 1, w' e 8D (A-30)
R->-0 dü 9n
iv) Se o polo surge quando w e 3B, este pode ser isolado, tra 
çando-se um pequeno semi-circulo de raio R e w no centro, 
como na figura abaixo:
Figura A.5
Obtendo-se:
lim /9n gCw,w')dSCw') = - 1/2, w e 3B (A-31)
R-*0 dn
w' e 9D
A propriedade (iii) encontra-se demonstrada 
no desenvolvimento para a obtenção da equação (A-9), assim como, 
(iv) pode ser demonstrado de uma maneira similar. A propriedade 
de simetria da função de Green (i) pode ser verificada, se analji 
zar a equação (A-16) , considerando que [w-w' [ = [w'-w[ , e finajL 
mente (ii) pode ser verificado conforme em [4[.
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APÊNDICE B
A funcional para a equação da energia
Este apêndice mostra o desenvolvimento apre­
sentado I5|, que constitui uma generalização do principio para a 
equação da energia, obtido por |6|.
Para um fluido isotropico em escoamento la­
minar numa dada região R, a equação da energia adquire a seguin­
te forma:
pc (iT_ + V*.vT*> = - V.(-k*VT*) (B-1)V o u .
onde,
p'cv  = PCV ( T * )
k = k (T*) C.B-2)
As variações das funções T*, pcv e £, podem 
ser escritas como se segue:
J ' .
X* = t * + <5 T *
k = k. + (B-3)
112
p~cv = p\  + ÔP\
substituindo as expressões dada em (B-3) na equação (B 
tém-se:
pcv^TP‘ ’+ + V**VT* + V*.V(ÔT*) = V. (kVT*)
multiplicando (B-4) por ôT*, obtêm-se:
pcv (||Í + + V* .VT* + V*.V(ôT*) ôT* =
VCkVT*) ÔT*
mas ,
■N
V-(kVT*) ôT* V .(kVT*ôT*) - kVT*.V(ôT*)
substituindo (B-6) em C.B-5) , tem-se:
-PCv (.^ |y Í <ST* + V* . V(ôT*) ôT*), = PCV (.||Í ôT* .+
V*. VT*ôT*) + kVT*.V(ÔT*) - V.(kVT*ôT*) 
tém-se:
»
9ÔT* _ 9 ,ÔT*,2
9t * 91^ L 2 J
1) , ob
C.B-4)
(B-5)
CB-6)
CB-7)
CB-8)
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v (ôt*) ôT* = (B_9)
Substituindo (B-8) e (B-9) em (B-7) e divi­
dindo por pcv , obtêm-se:
(-16 T*)2  ^ _ v*. Vc-Cl|.*)2) = |T£ 6f* + v*.VT*ÔT*
+ J^_ VT* . V (ôT*) - V. (kVT* ôT* ) (B-10)
V pcv
mas ,
v. Ckví*ôí*) = v. C.kyT*ST*) _ .v(— ) ÔT* (B-11)
pcv pcv pc-
VT * . V (<ST *) = 6 (VT*) 2 (B-12)
pCv • 2pcv
Substituindo (B-ll) e (B-12) em (B-10), tem-
se:
^  tís|nij . v* vc-ísp^) ■ U i  «t * *
V *.VT* áT* * — —  i(VT’)2 - v @ jrilíÍ22 + 
2»~cv p‘cv
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kví*.V(— )ÔT* (B_ 13)
p\
Integrando a equação (B-13) entre zero e t* 
e na região R, resulta:
" ~T f0 * fR 3pr(<ST*) 2dV*dt* - • V (.(ST*) 2) dV*dt* =
f0 * fR Í W *  + V*,.VT*).6T*dV*dt* ■+ /^^(JL-ôCVT*)2 +
2pcv
kVT* . V(— ) ST*)dV*dt* - /0V RV. (kVT-*6T*) dV*dt* (B-14)
p~Cv p\
" Aplicando o teorema da divergência no ultimo
termo do lado direito da equação (B-14), isto é:
dV*dt* = —  VT*.nÔT*dA*dt* (5.15)
pSr p~cv
onde,
n = vetor normal a R,
mas ,
/RV*.V(-^ |-*}2) dV* = /R v.  ^2 ) dV * - /RV. V * ü |: .1Í
(B-16)
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Aplicando no primeiro termo do lado direito 
de (B-16), também o teorema da divergência, obtêm-se:
2 2
■fcV*.V (X6.I p - ) dv* =-^-/RV*.n(ÔT*)2dA* - /RV.V*íi|!2_ dV* (B-17)
tem-se que a lei da conservação da massa ê dada nos seguinte s 
termos:
V. (pV*) = " CB—18)
V. (pv*) = pv.v* .+ V*.Vp (B-19)
portanto,
V.V* = - pr (gf£ + V*.Vp)_______.__________________  . (B- 20)
substituindo (B-20) no ultimo termo de (B-17), obtêm-se:
/RV*.VC-^ f t  ) dV* = -i- /9RV*.n*(.ôT*)2dA* /R(-^+v*Vp*) dV*
(B-21)
Substituindo (B-21) em (B-16) , vem:
4  Sq *Sr g|^(ôf*)2dV*dt* /0t/gRV*.n(6T*)2dA*dt* -
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_L2 t f V
3p
FF" + V*.Vp)
(6 T* ) dV*dt' /*/ rr9T*0 •,Ru 8t1F+ V*.VT*)ÓT* +
K ó(VT*)2 + kvT*. V (— — )6T*)dV*dt*
2p~Cv P“cv
fO * fdR yT*-n 6T*dA*dt* C.B-22)
P~V
Admitindo que o escoamento é imcompreensível 
e lembrando que à velocidade ê nula no contorno da região R, a 
equação (B-21) pode ser escrita como segue:
~r tf^R ■9pF(<ST*)2dY*dt* = /^/j^CcIyÍ + V*.VT*)ÔT* +
M.6T*)2 +.kVT*..7C— )ST*).dV*dt’ 
2pcv pc-v
fn —  VÍ.n<5T*dA*dt * (B-23)
U 3R pc K v
mas ,
M .CYI!!2 + kvf*.vc—  )ST* = kvT*.V(— ) - (B-24)
2pc pc pGv v v
Utilizando as expressões (B-3) em (B-24), ob
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tem-se:
kyf*.v(All) = (k + ôk)VT*. V (--- — — )ÔT"
PC pc + pcV  K V
ou
kvf*.V(— ) = (k + ôk)VT*.V(— x ---1--- ) (B-25)
p~cv P~Cv Cl+AESJC)
PCtr
mas, como 6pt]v/pCv ê insignificante, vale a expressão abaixo:
<Spc
= 1 ------ (B-26)
l+APÜZ Pcv
pCv
Substituindo (B-26) em (B-25), obtêm-se:
kvT* -V (^— ) = (k+fikjVT* .V (^—  Cl--- - ) ) (B-27)
p \  pcy pcy
e, desprezando os termos de ordem superior em 6, (B-27) pode ser 
escrito conforme segue:
KVT*.VC— ) = kyf*.VC— ) (B-28)
PS  pcv
Substituindo (B-28) em (B-24) , e posteriormen 
te em (B-21), obtêm-se:
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1 +* % *^7 i-* âT* ~ ~
- \  70 /R ãpr (6T*) dV*dt* = /R(.(|pr'+V* . VT*) 6T* +
kvT* . V ) dV*dt* - fgfdR -k— -T*'- 6T*dA*dt* (B-29)
pc ■ DC■ v M v
As funções k e pcv do ultimo termo da equa­
ção ÇB-29) , foram substituidas por. k e Pcy , porque ê possível ob 
ter de maneira análoga ã equação (B-28), a seguinte expressão:
= (B-30)
p^ c pc
K V  V
Admitindo-se que pc^ e constante, e que o 
.regime ê permanente, (B-29) adquire a seguinte forma:
- •] /R(ST»)2dV* ( pcvV* .VT* 4_. í C Vf *) 2 ) dVdt *—
pcv
Deve-se considerar as condições de contorno 
em que se encontra a equação (B-l). Gomo o problema a ser analiza 
do e de fluxo prescrito na fronteira, isto ê, q* | ^ = q*(3R) , 
tem-se: *
kVT.n* = q V  em 3R (B-32)
n y
Portanto, substituindo ÇB-32) em (B-31) e al 
ternando o sinal de integração com o sinal de variação '6' obtem 
-se:
- -5- /R (.6T *) 2dV* = —  6/R CpcvV*.VT* xT* +JL(vT*)2) dV*
pCv
---- ô /9Rq*T*dA* (B-33)
PV
Pode-se notar que na expressão (B-33) , o ter 
mo da esquerda ê uma quantidade quadrática negativa definida,que 
so se anula quando 6T* for zero. Portanto, os termos da direita 
que são as primeiras variações das integrais, serão nulos quando 
ôí* = 0 (isto ê, T* = í*). Como já ê conhecido do cálculo varia- 
■cional, as integrais são funcionais que são estremalizadas quan­
do a função T* for solução de (B-l), isto, ocorre quando t*=T*.
____________ ______ Então, pode-se propor a seguinte funcional ,
que ê aplicável em problemas de fluxo prescrito.
J* (T* ,í *) = /R (pcvV*.VT* x f* (VÍ*)2)dV*-/3Rq*T*dA*
(B-34)
A equação (B-34), encontra-se na forma dimen 
sional, e para admensionalizá-la, será considerado os grupos ad- 
mensionais apresentados de (3.2) a (3.8), obtendo-se:
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J(T,T) = /R (PeV.VT X (T + 1) + CV2T) dV
/3Rq(T+l)dA. (B-35)
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APÊNDICE - C
Obtenção dos sistemas de equações diferenciais lineares, homogê­
neo de segunda ordem, que possibilitam às soluções de a*(z) e a7(z).
Conforme [5(, com base no método de Ritz-Ga- 
lerkin foram propostas as distribuições aproximadas de temperatu­
ras , dadas pelas equações (3.36) e (3.37),para as regiões D-^ e Dj 
respectivamente, transcritas a seguir:
n
T-. (y,z) = E a^(z)'Fi(y) (C-l)
1 i=0 1 1
e
(C-2) 
+ — ~Onde a^ e a^ sao funções a determinar e 
(y) formam uma sequência completa de funções linearmente inde­
pendentes, que satisfazem as condições de contorno dadas por (3.38) 
a ( 3.41) .
Em consequência de (C-l) e (C-2) , a distri­
buição de temperatura variada, adquire a seguinte forma:
TiCy.'z) = ? âTCz^Cy) . (C-3)
i = 0 ^  1
e
n +
T*(y, z). = z a. (y)
i=0 1 1
onde,
at(z-£)= aî(z-£)+ çni(z-£) i = 0,...,n (C-5)
â-(z). = a7(z) + SniC.z), i = 0,...,n CC-6)
Onde £ ê um escalar e C_z) sendo uma sequên 
cia de variações admissíveis |7{.
As funções apresentam a primeira deri.
vada contínua e condições homogêneas nos limites de integração em 
z da funcional (.4.44), isto ê:
______n^..C,^L=_n.j_CP )_f_ ^  O) = o,__ i = __ÇL._. n__________ _ ...(c_-7)
dni (-°°) dri-j (0) dr\, O )
- i r —  ‘  ~ h -------ar-  ' °' 1 = 0....» cc-8)
0 funcional (3.35) serã aplicado nas regiões 
Dj e Dj separadamente, pelo fato de que o problema original foi 
decomposto em três regiões distintas. Portanto, aplicando-se ini­
cialmente as equações de (C-2) e (C-4), que correspondem as dis- 
tribuições de temperaturas para a região , e impondo as condi­
ções de contorno (2.30), (2.31) e (2.32), em C3.3S), obtêm-se a 
seguinte expressão:
n  . +  -  n  .
+ PU(y) Z a^-Cz-^ÍÇn . Cz-Z^. (y)H'-(y)+P U(y) Z a? (z-l) Y. (y) 
i,j=0 J 1 J e i=0 1
1 n + +
+ ~ rC 2 Ca,Cz-£)+gniCz-£))Ca.(z-£)+Cn,Cz-£))V'i'. Cy).vy, (y) 
i,j=0 1 1 J J 1 J
n
+ Z Cã- (z-£)+Çn (Z-l) ) (ât (z-£)+Çn. (z-£))¥. Cy)’*', (y))dydz
i,j=0 1 1 J 1 1 J
Cc-io)
Calculando-se a primeira e segunda derivada 
de (C-1Q) com relação a í ,  resulta:
dJCT7,T^) , n
---77—  í í  ltPeU W  S à í C z - ^ C z - ^ Y i  (7)^(7)d£ - c i e  i, j =Q J 1 J
1 n +
+ 4-C2 Z n-rCz-^ ) Ca, Cz-£)+Ç,ri- tz-l)y. (y) .VY. (y) 
L i,j =0 1 J J i J
n +
+ 2 e n±Cz-^D Ca. Cz-^D+Çn, Cz-^m, CyD^.CyWydz (c-ii)
i,j=0 J J x J
1 2 4
7 CJC.T3.T3)» L n c  2 nícv^cy)) + £ nf C.^  Cy)) dydz CC-12)à V  ->>5 ^ 1  i=0 1 1 i=o- 1 x
A equação CC-11) mostra que a funcional é m_i 
nimizado, pois o integrando de (C-12) ê uma forma quadrática pos_i 
tiva definida em Ç = 0.
Para encontrar a melhor aproximação para a 
solução dada por CC-2) , basta fazer £ = 0 em (.OH) , e esta equa­
ção igual a zero, fazendo assim, com que a funcional se minimize. 
Neste caso, (.C~ll) resulta:
dJ(T3,T3)
-— -Ir-Q = Cpeu Cy) ? à+ Cz-l) n • y .dç  ^ u £ 1 e Í5j=0 J 1 J
n n
+ Z niCz-£)a. Cz-£m, Cy).VT, Cy) + z li, Cz-£)â? (z-£) .
i J =0 1 J 1 j ij=o 1 3
¥i Cy^j Cy))dydz = 0 ' (C-13)
Alternando os sinais de somatoria e de inte­
gração da equação (C-13), obtém-se:
f? e à+ Cz-£)n, C z - W ^ P  u(y) V; Cy) v. Cy)dydz + 
i, j =0 J 1 e 1 J
n + 1 
/» E n- Cz-£)a.Cz-l) f i V^Cy).VV.(y)dydz + 
* x, j =0 1 3 --L J
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f j E n  ^(z-£)a?(.z-£) f \ y, (y) ^ 4 (y)dydz = 0 (C-14)
i,j =0 x 3 J • .
Na equação (C-14), apenas a ultima integral 
não apresenta a função r)^(z-l) , mas sim, sua derivada. Para fazer 
com que apareça nesta integral a função n^(z-£), basta integrã-la 
por partes. Portanto, alterando o sinal de integração com o sinal 
de somatoria, e aplicando a condição (.07) , obtêm-se
l fon* íz- l)a. C.Z-1) / , T- (y)Y. Cy)dyd 
i,j=0 3 1 1  3
z =
- fl Z r\ -(z-iyà*(z-l) f\ 'F• (y) 'F • (y) dydz (C-15)
i, j= Q 1 3 , 1 1 3
Substituindo-se (C-15) em (C-14), e trocando
o sinal, resulta:
n .+ n .+ n +
■ f j C E a-H- . ri • - I “ 1 a. ,B. .n-)dz = 0
£ -i,j=0 3 13 3 i, j =0 1 13 3 i, j =0 1 13 3
(C-16)
onde,
Hij = CC"17)
Bij = -vV y:)dy
(C-18)
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Ajj = -/_\peUCyD-^ j (y)Yj (y)dy (C-19)
Nota-se que as matrizes H, A e B são matri­
zes granianas, uma vez que seus termos constituem produtos inter­
nos de uma sequência, consequentemente, são positivas definidas.
As funções ri^ Cz-Z) são funções arbitrarias , 
de modo que (C-16) serã satisfeita, se a seguinte igualdade acon­
tecer:
l aiHii - £ aiAi- - E a^-. = 0, j = 0,...,n 
i=0 1 13 i=0 1 i=0 1 13
(C-20)
ou na forma matricial, como segue:
[H] (*à+ } - [A] (á} - [B] { a+} = { 0 } (C-21)
Por analogia ao procedimento apresentado pa­
ra alcançar (C-21), obtem-se
[H] {a“} - [A] {á'} - [B] ía"} = {0} (C-22)
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APÊNDICE D
Soluções analíticas dos núcleos que compõem as equações integrais
Conforme a referência |3 |, os núcleos que com 
põem as equações integrais do problema, podem ser resolvidos ana 
liticamente. Para obter G, integra-se a equação (A-10) que defi­
ne a função de Green associada ao operador Laplaceano, ao longo 
da superfície S de uma região D, conforme segue:
G = - Tr f3S ln  ® dS (D-15
onde,
R = [w - w ' j
Considerando-se que o intervalo de integração 
pode ser aproximado por uma linha reta, conforme a figura abaixo.
Figura D.l
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onde,
¥ = o ângulo definido pelos os vetores w! e ííí
s = o arco, cujo o comprimento varia entre zero e h.
aeb = as distâncias entre w-A e \v-B respectivamente
a = o ângulo entre o vetor AB e o eixo axial positivo z
0 = o ângulo definidos pelos os vetores Ãw e ÃÉ.
Considerando-se o triângulo wAB, as seguintes 
relações podem ser dadas:
2 ,2,2
.y = arcos (-— 2^5— 0 < ¥ _< n (D-2)
2 2 2
0 = arcos C— +ja-^-  ) , 0 < 0 < n (D-3)
Para um ponto w ’ qualquer sobre AB, conside- 
rajidq-se o triângulo, ww'A, poder-se definir r da seguinte maneira:
R2 = S2 + a2 - 2 a S cos0 ÇD— 4)
Como, w' = (y',.z’), segue que:
z' = z„+ S cosa
y ’ = ya + S sena 
onde, (za, ya) são coordenadas no ponto A.
CD-5)
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Neste caso, substituindo (D-4) em (D-l), ob-
tem-se:
G = - (D-6 )
onde,
h  = —  S*1 £n(S2 + a2 - 2 a S cose) dS (D-7)
A equação (D-7) pode ser escrita na seguin­
te forma:
jfJ1 £ní[S - a (cos0 + sen0 i)] x CS ~ a (cos8 - sen0 i)]l dS2 '0
(D- 8)
onde * i1 ê a unidade imaginaria, definida nos números complexos
(D-8) pode ser escrita como segue:
1^ = -y- £n(^ S -a(cos0 + sen0 i)]dS + -2~ /q^1-£n[S - a(cos0-sen0 i)^dS
Integrando (D-9) , obtém-se a seguinte relação:
1^ = a cos0 (£n a -£nb) + h(£n b-1) + -y- aS sen9 i tn h - a(cos9 - sen0 i) _h - a(cos0 + sen6 i]
f  * « sens i Xn[|gff-ijSgf.f
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Aplicando-se a formula para a divisão de nú­
meros complexos nos termos contidos nos argumentos da função lo­
garítmica, e posteriormente aplicando-se em (D-10) a seguinte pro 
priedade para número complexos:
£nT = log r-^ + ie^ (D-11)
Considerando-se que T = C-^ + C2Í, r^ e 0  ^
são definidos da seguinte maneira:
rl = (C1 + C2 ^ /2 O 12)
e
C2
0  ^ = arctanCçT-)
Consequentemente, obtêm-se para (D-10) , a se
guinte relação:
1^ = a cose(£n a - Zn b) + h(£n b - 1) + Y.a sen0 (D-13)
Substituindo (D-13) em CD-6) , obtem-se 
G = - £a cos0 (£n a - ln b) + h (£n b - 1) + ¥ a sen0] (D-14)
Para obter 8G, derivà-se a equação (D-l) com
relação a z, isto ê:
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3G = ' 2l Â  ífdSln R dS (D-15)
Trocando o sinal de derivação com o sinal de
✓
integração, obtem-se:
30 ■ '  è  ' » S  í ^ f i  dS CP-1 6 )
Substituindo (D-4) e (D-5) em (D-16), tem-se:
1 h C.z~z - S cos 0)
3G = “ ~Tn %  ” 2-^2--------- ds (D-17)
u (S +a -2 a S cosG)
Reorganizando (D-17), obtem-se:
3G = - . CCz-zA)I2 “ c°sa I3 (D-18)
onde,
I2 = /0h — o--2 -------- dS CD-19)
& (S +a -2 a S cose)
I ? fn — ~ s --------- dS (D-20)
(S +a - 2 a S cos9)
(D-19) pode ser escrita conforme segue:
13 2
I = /^ 12 ;0 — -------------- -------- :----------  dS
[S-a(cos0+sen6 i)J [s-a(cos0-sen0 ij]
ou
i = — 1—  rh --------L_--- —  as - ■  ■. snh ------l----- ds
2 a sen0i [S-a (cos0+sen0 i)] a sen i [s-a(cos0-sen0i)J
(D-21)
Integrando (D-21) , obtem-se:
I?= ---1 . ln[h-à (cos0-sen0 i)]---- -— — £n[-a(cos0+sen0 i)]
“ L a senü x z 3. SGnü i
- - ---- £n[h-a(cos0-sen0 i)]+-------£n[-a(cos0-sen0 ij] (D-22)
2 a sen© i 2 a sen0 i
Aplicando (D-ll) e (D-12) em (D-22), obtém-se
2 a sen0 (D-23)
De maneira anãloga para (D-19) , (D-20) pode 
ser escrita da seguinte forma:
j _ a(cos8+sen0 i) ______  1_______ jg
3 2 a sen0 i 0 [s-a(cos0+sen0 iJJ
a (cos0-sen0.i) rh 1J .
2 a sen0 i [s-a(cos0-sen0 ij]
(D-24)
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Resolvendo (D-24), obtêm-se:
I, * í n b - í n a  + ■cos^ . Zn3 2 a sene i
h - a(cosi 
_h - a(cosi
+ senQ i) ~j
- sen0 i) J
a cos0 0+ -s----- s— =- Zn2 a sen0 i
a(cos0 - sen0 i) 
_a(cos0 + sen0 i) (D-25)
Aplicando (D-ll) e (D-12) em (D-22) , obtêm-se:
I- = ln b - ln a + a -cos  ^ V3 a sen0 (D-26)
Substituindo-se (D-23) e (D-26) em (D-18),re 
sulta a seguinte equação que define G:
SG = - j n ( C ^ - z a )-a sene ~ cosa ' C l n  b  -  t n  a + f - f H l  ' (D-2 7 >
-----------  ------ Para as equações (D-14) e (D-27) ê necessário
fazer algumas considerações. Inicialmente, em (D-14), de acordo 
com a notação da figura (D-l), se w, A e B são colineares, 0 = 0  
ou 0= n. Se caso 0 = n , (D-14) adquire a seguinte forma:
G = - Ya [b (ln b - 1) - a . (Zn a - 1)3 (D-28)
E se = 0, (D-14) pode ser escrito como se
segure:
(D-29)
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Para o caso em que w = w', obtém-se para 
(D-14) a seguinte relação:
C£n(4^) -i)
2n CD-30)
A equação (D-27), quando senG = 0 ou ¥ = 0 , 
torna-se indeterminada. Para este caso, nota-se que 0 = 0  ou
0 = n ; consequentemente, r = a-s ou r = a+s respectivamente, que 
substituindo em (D-16), obtêm-se a seguinte equação:
3G ~2 n ('z za)
_1_
a - cosa C/n b -£na+acos0
1
TT
(D-31)
Também, quando w pertence ao arco AB, nota - 
se que I2 © Ij, definidos pelas equações (D-23) e CD-26), torna- 
se infinitas. Conforme [3[, a interpretação finita pode ser dado 
no sentido do valor principal de Cauchy, isto é:________________
G = —2jj (£n a -£n b )cosa, w e AB CD-32)
Para obter AG, basta integrar a equação (k-22) 
ao longo da superfície 9s da região D, conforme segue:
AG "2n as ds ~2n Ÿ CD-33)
finalmente, 9C.AG) pode ser definida da' seguinte forma:
1 3 (D-34)
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APÊNDICE E
Calculo das integrais que define os coeficientes das matrizes 
A, B, H, E e E+.
Neste apêndice estão apresentadas as expres­
sões que definem os termos das matrizes A, B, H, E+ e E-. Para a 
matriz H, cujos coeficientes são definidos pela integral abaixo,
=^_\ cos (in — ■ cos Cj n -tyy—  ) dy
obtém-se:
a^) para i = j i 0
HijL = 1, i = 1, . . . ,n CE- 1D
b) para i e j qualquer, com i f j ,
Hij = i - l,...,j-l,j+l,...,n e CE-2)
j. 1,...,i-1,i+l,... ,n
c) para i = 0 e j = 0,
Hx . = 0 (E-3)
Em resumo, a iíiatriz H pode ser escrita como
segue:
Se i e impar:
Ai q 0, i 1,2,. «,,Ti
h) i f j com i e j f 0
Se (i-j) ou C.i+j) ê par:
«s
Aij “ “24;pe* ^ (i-j )ip + ^(i+j )n-) ^ ' i e i =
Se Ci-j) é impar:
Aij = 0, i e j = 1, .. . ,n
De modo semelhante, para a matriz B 
ficientes são definidos pela segunda integral:
Bij = --Í-n Y '1 ^  /\sen Cin-C>-^ - ) sen Cj dy
Obtendo-se:
CE-9)
(E-l 0 )
C.E-11) 
, os coe-
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H =
*  < ♦ I
(n+1).(n+1)
Para a matriz A, na qual os coeficientes sao 
definidos pela seguinte integral:
AjLj = Peu(y)cos (in-^ii)cos (jn-^ÿ^-)dy
Onde U ê definido pela equação (3.4)
Obtem-se :
1 -, 2
-xn CE-4)
e) i = j = 0,
Aij ■ 2 • Pe CE-5)
f) i = 0 e j f 0 
Se j ë par:
j ~ 1) • n  ,n (E-6)
Se j ë impar :
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i) i = j t 0, com i jí j,
b u  = (in)2, (E-12)
j) i / j e i =' j = 0,
Bij.- °-
i = 0, j-1, j+1, ...,n 
j = 0, i-1, i+1,...,n (E-12)
Em resumo, a matriz B pode ser escrita da se
guinte forma:
B =
0 0 • 
Û (in) 
0
0 * ♦ • . 0
_o o . . . . .  o (in) _ (n+l).(n+1)
Finalmente, as matrizes E+ e E-, nas quais 
os elementos são definidos como a seguir:
Ejk = A J F J (y ) F^ (y ) dy , j e k = l,...,n
Ejk = -^1 AjFj (y)F^(y)dy, j e-k = 0,...,n
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onde,
f! = Z CÎ.cos , j = l,...,n
3 i=0 1 3  z
F . = £ C. .cos (iïï^ -1 -) , j = 0,. .. ,n
3 i=0 1 3  &
Desta forma, os coeficientes de E+ e E- po­
dem ser escritos da seguinte forma:
■iV “ 2 E Ci iCi VHi P ’ com J* e k = (E-13)JK 1=0 1=0 3 13 1K 1Z
n n
Ejk ' .f0 XóCijCikHU' com k e i = 1....n (E-14)
onde,
= /J^  cos (iJI--^ 1-^ ) cos (j dy (E-15)
cuja solução de (D-15) encontra-se apresentado no início do apên 
dice, nos itens (a), (b) e (c) •
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APÊNDICE F
Relaçao entre os grupos adimensionais deste trabalho e os apresen 
tados por jl2|, para comparação dos resultados.
Este apêndice tem como objetivo mostrar a xe 
lação entre os grupos adimensionais apresentados por | 121 e os gru 
pos adimensionais , utilizados neste trabalho.
O número de Peclet utilizados em ambos tra­
balhos, são dados pela a mesma relação;
U* D,
p = (F-D
c a
onde,
a = ê a difusibilidade térmica
No sistema de coordenadas cartesianas, z^ ê 
definido como o eixo axial estabelecido em [12[ , e z^ como a co­
ordenada axial definida neste trabalho, cujo parâmetro Zg ê def_i 
nido como a seguir:
z *
Zr ■= Cp-)(n?) (F-2)
13 e 4
mas,
D* = 4h* (F-3)
Substituindo-se (F-3) em (F-2) , obtém-se:
ZB = ’ CF"4^e
mas,
zT = (F-5)
Substituindo (F-5) em (F-4) , obtém-se: 
zT = 6zB (F-6)
Doravante, o índice B especifica as variáveis 
adimensionais definidas por |12|, e o índice T especifica as va­
riáveis adimensionais definidas neste trabalho.
De CF-6) define-se que a relação entre o com 
primento da superfície aquecida é:
tT = 6 C.F-7)
guinte relação:
Para as coordenadas verticais, existe a se-
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Substituindo (F-9) em (F-8), obtem-se:
y-g 2 yT (F-10)
A temperatura adimensional em |12| ë defini­
da conforme segue:
'P * _ 'J1 *
H(.yR,zR) = --------—  (F-ll)
q* 2£*.AT* 
k f AT*
onde,
AT* = T* - T*co o
e
— o * 2h*
= ( p - 1 2 í
Consequentemente,
— rJt*
HCyB,zB) = ------(F-13)
qBCT:-T*>
A temperatura adimensionais definida neste tra 
balho ë da seguinte forma:
T(.yrp,Zrp) = ----- (F-14)
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Multiplicando e dividindo (F-13) por , e 
substituindo (F-14) , obtêm-se:
'J1 *
HCyB,zB) = r-------- • T(yT,zT) (F-15)
qBa:-T*)
mas, fluxo de calor médio neste trabalho ê definido como segue:
— n *h *qT = t H ™  (f-16)
f 0
Multiplicando e dividindo (F-16) por T^ j, sub^ 
tituindo em (F-12), e reorganizando os termos, obtém-se:
T* = AI rp 17i■ “5T ~  (F-17)
C[,j,
Substituindo (F-17) em (F-15), obtêm-se fi­
nalmente que:
T (y■j', Zrp) 2qTH(yg» Zg) • (F -18)
